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Introduccidon

El cuadernillo de Asesorias Académicas de la asignatura de Matematicas Aplicadas, forma
parte de una coleccion de recursos de apoyo para jovenes estudiantes de los Centros de
Bachillerato Tecnoldgico Agropecuario (CBTA), Centros de Bachillerato Tecnoldgico
Forestal (CBTF), Centros de Estudios Tecnoldgicos en Aguas Continentales (CETAC),
Centros de Estudios Tecnoldgicos del Mar (CETMAR), los cuales tienen el propdsito de
ofrecerte elementos para lograr los aprendizajes requeridos y favorecer tu desarrollo
académico.

En la primera seccion hay aspectos relacionados con la Asesoria Académica que te
permitiran ubicarla como elemento de apoyo a tu trayectoria académica.

En la segunda seccion te mostramos actividades que te ayudaran a identificar tus areas de
oportunidad, partiendo de la recuperacion de tus aprendizajes; asi mismo, podras reforzar
aspectos conceptuales que faciliten la comprension de los contenidos del area fisico-
matematica correspondiente al componente de formacion disciplinar extendido.

Encontraras actividades de reflexion, analisis, lecturas, ejercicios, planteamientos a
resolver, entre otras, que podras poner en practica para comprender aspectos
importantes. Conocer acerca del lenguaje algebraico, ecuaciones lineales y cuadraticas,
figuras geométricas, relaciones y funciones en el triangulo, lugares geométricos y calculo
diferencial.

Esperamos que este material constituya una herramienta valiosa para tu formacion y sea
atil para apoyar tu proceso de aprendizaje acerca de las matematicas.
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La Asesoria Académica

La asesoria académica es un servicio a través del cual encontraras apoyo para favorecer
el logro de tus aprendizajes. Se brinda mediante sesiones de estudio adicionales a la carga
horaria reglamentaria y se te apoya para despejar dudas sobre temas especificos. También
se te recomiendan materiales adicionales (bibliografia complementaria, ejercicios,
resimenes, tutoriales, paginas web, entre otros), de los que podras apoyarte para el
estudio independiente y evitar el rezago académico.

La asesoria académica puede ser:

a) Preventiva: acciones con los alumnos que tienen bajo aprovechamiento
académico, han reprobado evaluaciones parciales o no lograron comprender algun
contenido curricular, y que requieren apoyo para adquirir o reforzar aprendizajes
especificos de alguna asignatura, médulo o submaddulo. Consiste en lograr que el
alumno mejore la calidad de sus aprendizajes, incremente su rendimiento académico
y evite la reprobacion.

b) Remedial: son acciones con los alumnos que al finalizar el semestre han
reprobado alguna asignatura, médulo o submddulo y requieren apoyo académico
para mejorar los aprendizajes frente a las evaluaciones extraordinarias y en general
para alcanzar los aprendizajes establecidos en el programa de estudios
correspondiente. Su propdsito es que los alumnos regularicen su situacion
académica y eviten el abandono escolar.
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Estructura didactica

Cada leccidn se estructura por las siguientes secciones:

Q Explorando

Seccién dirigida a reconocer tu nivel de
conocimiento sobre la temética a abordar,
puede contener preguntas abiertas,
reactivos de opcion multiple ejercicios,
actividades, entre otros. Apoya en la
deteccion de las necesidades formativas
de los estudiantes, lo que permitird tomar
decisiones sobre las actividades de
asesoria que se pueden desarrollar.

Practicando

/Promueve la ejercitacion e integracion D

contenidos que se abordan en la leccién.
Refiere el desarrollo de estrategias
centradas en el aprendizaje (elementos
didacticos para brindar orientaciones a
partir de ejercicios como resolucién de
problemas, dilemas, casos practicos, etc.).
Permite poner en practica lo revisado en la
seccion de habilidad lectora y facilita el
aprendizaje de los contenidos tematicos.

\_ /
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Se trabaja con lecturas que brindan
elementos para la comprensiéon de los
contenidos (tematicas) que se abordan en
la asesoria académica y promueve la
comprensién  lectora, constituye un
elemento para el estudio independiente.

Auto_
evaluaciéon

Aporta elementos para que te autoevalles
y tomen junto con tu asesor académico
medidas oportunas para continuar con tu
proceso de aprendizaje.

&

Investigando

Se te proporcionan recomendaciones sobre
recursos de apoyo y material centrado en
areas especificas, para fortalecer la
tematica estudiada.



Leccion 1. Sucesiones numéricas

Explorando

Selecciona y subraya la respuesta correcta a cada sucesion numérica.

1.

a)
b)
c)
d)

3 1,9 —,
a) 5yn
b) 5y12
c) 4y10
d) 4y12
115, __, 155, 175, 195
a) 130
b) 125
c) 145
d) 135
4 4,8, 24, ____
a) 130
b) 125
c) 96
d) 135

2,5,7,12,19, ___, 50,

13

22, 1,121
27,61, 1M
31, 81,131
21, 63,189
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Sucesiones nhuméricas

Son todos los conjuntos numéricos,
cuyos términos obedecen a una ley
de formacion que nos permite
determinar el término  que
continia, donde cada numero
ocupa una posicion y recibe el
nombre de término.

Tipos de sucesiones numéricas

e Sucesiones numéricas
aritméticas: Son aquellas en
donde la ley de formacion se
encuentra por medio de una
suma o una resta, ademas la
diferencia entre los términos
siempre es igual.

+2 +2 +2

Férmulas

SUCESION

1er. 2do. 3er. 4to.

O3 =5 =0 -
= -2 =0 -
QO S == = @ =

Los tres puntos significan
que nunca acaban (Infinito)

Sucesidn aritmética

Suma de los términos de una serie aritmética

an=ai+ (n-1)d

Sn=n/2 (a1 + an)

ai= Valor del primer término

n = Ndmero del término

d = Diferencia entre términos
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Ejemplo: Maria comenz6 a ahorrar para poder comprarse un celular, el primer mes logro
ahorrar $500.00; el segundo $800.00; el tercero $1,100.00; el cuarto $1,400.00 y asi

sucesivamente durante doce meses.
a) ;Cuanto ahorro en el mes 12?

b) ;Cuanto ahorro en total durante los 12 meses?

W Diferencia

‘IO 30 40

Solucién

5° 6° 7° 8° 9° 10° ne 12°

20
$500  $800 $1,000 $1,400 ----=  —com  —eom o meem e —eem ]

Identificacién de datos

Operaciones Resultados

an=ai+ (n-1)d
az=500+ (12-1) 300
az=500+ (11) 300

(Cuanto ahorré en el mes 12?

$ 3,800

an="? az=500 + 3300
Si=7? anz= 3,800
ar= $500 (Cuanto ahorré en total
n= 12 Su= /2 (ar+ an) durante los 12 meses?
d = $300 Si2=12/2 (500 + 3800)
Si= 6 (4300) $25,800
S12=25,800

e Sucesiones numéricas geométricas: Son aquellas en donde la ley de formacion, la

podemos encontrar mediante una multiplicacion o division de dos cantidades.

X2 X 2

X 2 +3 +3 3

26 ~2 R, &~
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Férmulas

Sucesion geométrica Suma de los términos de una serie geométrica

an=aix r™’

Sn= a (1-I'")

1-r

ar= Valor del primer término

r = Razon

n = NUimero del término

Ejemplo: Un laboratorio el primer dia generd 60 vacunas; en el segundo 180; en el tercer
540; el cuarto 1620 y asi sucesivamente.

a) ;Cuantas vacunas se generaran el dia 7?

b) ;Cuantas vacunas se generaran en total los 7 dias?
X3 ——» razdn

(.

12dia 2°dia 3°dia 42dia

60 180 540 1620

</

x3

52dia 62dia 7°dia

Identificacidon de datos Operaciones Resultados
ar="? an=arx r (Cuantas vacunas se
S7=7 generaran el dia 77
N=7 a7=60 x 3" 43,740 vacunas
ai= 60 a7=60 x 3¢
r=3 a7=60 x 729
a7=43740
Sn=a (1-r")
1-r
S7=60(1-37)
1-3
Sn=60(1-2187) iCuantas vacunas se
-2 generaran en total los 7
S7= 60 (-2186) dias?
-2
S7=-131160 65,580 vacunas
-2
Sy= 60 (1-2187)
-2
S7= 65580
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Resuelve los siguientes problemas.

1. Una secretaria ahorra para dar el enganche de una PC, la primera semana ahorro
$120; la segunda $320; la tercera $520 y asi sucesivamente, durante 25 semanas.

a) ;Cuanto tendra en la semana 25?
b) ;Cuanto dinero tendra en total al finalizar las 25 semanas?

Apoyo: utiliza la formula de sucesiones aritméticas.

Identificacion Operaciones Resultado
de datos
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2. Un laboratorio de analisis clinicos detectd que una bacteria se reproduce de la
siguiente forma, en la primera hora se tenian 5 bacterias; en la segunda
incremento a 15, en la tercera a 45; en la cuarta a 135; en la quinta a 405 y asi
sucesivamente.

a) ;Cuantas bacterias se tendran a las 24 horas?
b) ;Cuantas bacterias se tendran en total durante las 24 horas?

Apoyo: utiliza la formula de sucesiones geomeétricas.

Identificacion Operaciones Resultado
de datos

3. Identifica a qué tipo de sucesion pertenecen. A= aritmética y G= geométrica.

Sucesion Tipo Sucesién Tipo
a) 1,3,579,1,13,15,. b) 31, 81,131
c) 13927 8]1,.. d) 5, 25,50,150,..
e) 55,50,45,40,35y30 f) 20,35,50
- g) 320, -160, 80, -40, 20,... h) -1,-3,-9,-27,-8]1, ..
i) 6,12, 24, 48, 96,... iy 3,3333,..
kl -5-3,-1,1,3y5 D 1, -5,25,-125,.
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! Soy capaz de resolver problemas de sucesiones

Problemario

Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

Relaciona las columnas, escribiendo dentro del paréntesis la letra de los
numeros faltantes en la sucesion numérica.

( )10,15, ____, 25,30, ___, 40,45, ___ a) 81,729, 6561

( ) 80,70, ___50,40,____,20,____ b) 20, 35, 50

( )3,6,12, 48, ____ c 6910

( )3,9,27, 243, 2187, ___ d) 60,3010

( 4,657 .87 __.8__9 e) 24,96,192

Auto__
evaluacién
e e — e —
Indicadores i ¢Puedo lograrlo? | ;Tengo dudas?

Comprands Gué 65 una sucesién numérica. T ................................ r ............................. i
rmrmimim s ._.'_._..i_ ................................ +_ ............................. i
' Logro identificar la diferencia entre sucesion ! ;
| aritmética y geométrica. ! i
f'ﬁhé&ﬁ"'&;’iﬂéé’r’"f'a'r}ﬁdl'a'{s"'}'55&."1’5"FEEBIL}EB}F'&E? ................................ r ............................. !
| sucesiones. i i
A S — A — !
- Soy capaz de resolver problemas de sucesiones | i
| aritméticas. i i
....................................................................................... S

. geometrlcas

En el caso de que hayas respondldo “Tengo dudas en alguno de

13

i ' refiere el tema en que necesitas mas asesoria.

los indicadores,
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Tu Profe En Linea (2 de agosto de 2016). Sucesiones Numéricas. Diferentes casos
[video]. Youtube. https://www.youtube.com/watch?v=Vimgmlt7t9U

e Math2me (12 de agosto de 2010). Sucesiones aritméticas [video]. Youtube.
https://www.youtube.com/watch?v=W0bkKBROQ_|

e Math2me (12 de agosto de 2010). Sucesiones geométricas [video]. Youtube.
https://www.youtube.com/watch?v=cmAkWéxpZxo

Referencias:

Khan Academy (s. f). Cambio y relaciones - Sucesiones. [En linea]
https://es.khanacademy.org/math/10-grado-innova-

schools/xa7995709915977c2:cambio-y-relaciones---

sucesiones#xa7995709915977c2:introduccion-a-las-sucesiones (Consultado el 04

de septiembre de 2021).

MAtesfacil (s.f.). Sucesiones aritméticas: conceptos, formulas y problemas
resueltos. [En linea] https://www.matesfacil.com/ESO/progresiones/sucesion-
aritmetica-formulas-ejemplos-problemas-resueltos.html (consultado el 31 de

agosto de 2021).

Imagenes tomadas de:

e https://canva.com/

Distribucion gratuita-Prohibida su venta
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Leccion 2. Traslacion, rotacion y simetria

Contesta las siguientes preguntas.
1. ¢Como se le llama al movimiento que realiza la Tierra alrededor del sol en 365 dias?
a) movimiento de traslacion
b) movimiento de simetria
c) movimiento de rotacion
2. ;Como se le llama movimiento que realiza la tierra en 24 horas, y que da lugar a las
diferentes posiciones del sol en el trascurso del dia?
a) movimiento de simetria
a) movimiento de rotacion
b) movimiento de traslacion
3. Si consideramos a la Tierra como una esfera sin irregularidades en el terreno,

podriamos observar que tanto el hemisferio norte como el hemisferio sur son
iguales entre si, solamente divididos por el Ecuador. ;A esta propiedad se le llama?

1. Simetria
2. Rotacion
3. Traslacion
4. Si decimos que el tren se trasladd de Guadalajara hacia la Ciudad de México ;como
describirias su movimiento?
a. Como una traslacion
b. Como una rotacion
c. Como simétrico
5. Cuando se dice que un objeto dio un giro de 180 grados ;de qué manera se desplaza
el objeto?
a) Realiza un movimiento de traslacion
b) Realiza un movimiento simétrico

c) Realiza un movimiento de rotacion

15 Distribucion gratuita-Prohibida su venta
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Movimientos en el plano

Este tipo de movimiento tiene lugar cuando se manipula un plano geométrico,
conservando la distancia, los lados y los angulos de la figura. Por lo tanto, las figuras
conservan su tamaio y su forma, resultando una figura llamada imagen.

Existen tres tipos de movimientos en el plano:
e Traslacidn
e Rotacion
e Simetria

Traslacion

La traslacion se define como el movimiento de una figura en el
que todos y cada uno de sus puntos se desplazan hacia una
misma direccion y a la misma distancia. Cuando movemos
empujamos un mueble o el movimiento de un vehiculo en una
direccion dada, son algunos ejemplos de traslacion.

Analiza el siguiente ejemplo, en el cual se muestra el desplazamiento que realiza una
figura al efectuar un movimiento de traslacion, (nota que cada uno de los puntos se
desplaza hacia la misma direccion y se encuentran a la misma distancia).

Ejemplo

Un automovil que se encuentra sobre el plano tiene su defensa trasera ubicada en linea
correspondiente a x=3, y se desea que dicho automdvil realice un movimiento de
traslacion de manera horizontal hacia la derecha con un valor de 11 unidades. Figura 1 ;En
qué linea se encontrara su defensa ahora?

£
(0 KL ()]

Fgural. Desplazamiento de un automovil de manera horizontal hacia la derecha con un valor de 6 unidades
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Puedes darte cuenta de que cada uno de los puntos del automovil se desplazé 11 unidades
hacia la derecha y sin afectar la orientacion de este, a esto se le llama movimiento de
traslacion. Por lo tanto, para dar respuesta a la pregunta solamente debes sumar 1
unidades al nimero 3, y entonces observaras que ahora la defensa trasera se ubica en la
linea x=14 como se puede observar en la Figura I.

Rotacion

La rotacion se refiere al movimiento que realiza una figura alrededor de un punto,
manteniendo su formay su tamano.

Existen tres elementos que determinan una rotacion. ’
e El angulo que determina la amplitud de la rotacion m
e Elcentro de rotacion

e El sentido de la rotacion

Existen varios ejemplos en nuestra vida cotidiana en los cuales se aplica la rotacion,
como ejemplos tenemos la vuelta de la Tierra sobre su propio eje, el rodar de una llanta,
el giro de las aspas en un abanico, entre otros.

A continuacion, te mostramos la Figura 2 en la cual se representa el movimiento de
rotacion.

£ A\ \ SENTIDO Y ANGULO.X-/CENTRO DE
DE ROTACION  45.07° .
C‘\) PR C\) ROTACION
Figura 2. /magen de un automdvil realizando un movimiento
de rotacion en el sentido de las manecillas del reloj.

Ejemplo

1 Distribucion gratuita-Prohibida su venta




Observa la Figura 2. Se puede ver que a medida que el automavil realiza el movimiento
de rotacion su orientacion también cambia, por ejemplo, en la figura podemos observar
que la linea que corresponde a la parte inferior del chasis y la linea correspondiente al
capacete se encuentran inclinadas, formando un angulo de 45° ya que ese ha sido el
valor de su rotacion, tomando en cuenta que inicialmente el automovil se encontraba
sobre la horizontal.

Por lo que podemos deducir que si el angulo de rotacion fuera de 90°, estas dos lineas
del automovil también se encontrarian formando un angulo de 90° poniéndolo de manera
vertical, ;cudl seria la posicion del automovil al realizar una rotacion de 180°?

Para dar respuesta a esta pregunta tenemos que analizar la Figura 2, e ir imaginando que
es lo que va pasando con la posicion del automovil al ir aumentando los grados de su
rotacion, pudiéndonos dar cuenta que lleva una tendencia a voltearse quedando su
capacete abajo y el chasis arriba, lo que nos dice que a los 180° el automavil quedara de
cabeza.

Simetria

La simetria se considera una reflexion, tomando como espejo una linea llamada eje de
simetria. Debido a que cuando nos reflejamos en un espejo o en alguna otra superficie
reflejante la imagen que observamos es nuestro simétrico, ya que cumple con las
caracteristicas dadas por la simetria:

e Los puntos simétricos y los reflejados
se encuentran sobre la misma linea.

e Los puntos de ambas figuras se
localizan a la misma distancia del eje
de simetria.

e La figura reflejada tendrd el mismo
tamafio siempre solo que en direccion
opuesta.

Existen multiples ejemplos en la vida cotidiana
sobre simetria, siendo los mas comunes la
estética de algunos seres vivos como los
humanos, que son simétricos respecto a un eje
imaginario. También los paisajes reflejados en
algunos cuerpos de agua, estructuras de
construccion para mantener su estatica, entre
otros.

En la siguiente Figura 3 se observa un ejemplo
de simetria.

18
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10

20

Figura 3. Reflexion de un automovil sobre un eje de simetria ubicado en x=16.

Ejemplo

Tomando como referencia la Figura 3, si

un punto del automavil se encuentra a 10

unidades del eje de simetria, ;a qué distancia se encontrara su imagen de él? jen qué

valor de x se encontrara cada uno de los puntos?

Como bien sabemos, tanto el punto de una figura, como el punto dado por su imagen se
encuentran a la misma distancia del eje de simetria, por lo tanto, la respuesta estaria
dada por el doble de la distancia entre el punto y el eje de simetria, esto seria igual a

10(2) = 20 unidades.

Para dar respuesta a la segunda pregunta, tenemos que recordar que en la Figura 3 se

puede apreciar que el eje de simetria se encuentra en x=16 por lo tanto cada uno de los
puntos se encuentran en 16-10 y 16+10 obteniendo como resultado las lineas x=6 y x=26,

respectivamente.

7
E

Observa la siguiente figura y contesta las preguntas subrayando la respuesta correcta.

19
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1. ;Cudl de las figuras representa la reflexion de la figura anterior tomando como
eje de simetria el eje x?

a) b) c)

4
Q i | | | | | | |
-1
1

N

Q

IS

2. ;Cual imagen corresponde a la traslacion de la figura?
a) b) c)

- ] 1 2 3 4 5 6 7 '
e ] 2 3 ] 5 o T ' i z
-1
=l
-2 7 7 2
-3 T ; :
-+
-

3. ;Qué imagen corresponde a una rotcion de 90°?
a) b) c)

</

4. Si tenemos un punto en la figura, el cual nombraremos punto A, y este se refleja
sobre una recta que se encuentra a 8 cm, ;Cual sera la distancia entre el punto A
y su imagen?

a) 12cm
b) 4cm
c) 8cm
d) 16 cm
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Auto
evaluacion

Indicadores iPuedo lograrlo? | ;Tengo dudas?

Reconozco los diferentes tipos de
transformaciones en el plano.

Identifico las caracteristicas y elementos de la
traslacion, la rotacion y la simetria.

Soy capaz de distinguir entre la traslacion,
rotacion y simetria.

Puedo representar figuras transformadas en el
plano.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores, refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.

&
{b Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Daniel Carredn, Rotacion super facil,
https://www.youtube.com/watch?v=kXwJOefEjJs

e Daniel Carredn, Traslacion super facil,
https://www.youtube.com/watch?v=QW602kH52Ec

e Daniel Carredn, simetria axial super facil,
https://www.youtube.com/watch?v=Z8FWFvfNcsY

Referencias

e Garza, B. (2014). Geometria analitica. Primera edicion. Pearson.

e Godino, J., Ruiz, F (2002) Geometria y su didactica para maestros. Proyecto
Edumat-Maestros,
https://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/manual/4_Geometria.pdf

e Martes, M. (s.f.). Transformaciones Geométricas en el plano (Reflexion, Traslacion
Y Rotacion)
http://docs.uprb.edu/deptmate/material%20suplementario/CIME/10mo0%20a%2012
mo/T5%3B%20%20Reflexiones,%20traslaciones%20y%20Rotaciones%2810mo%20a
%2012mo0%29.pdf

Imagenes Tomadas de:

e https://www.canva.com/
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https://www.youtube.com/watch?v=Z8FWFvfNcsY
https://www.ugr.es/~jgodino/edumat-maestros/manual/4_Geometria.pdf
http://docs.uprb.edu/deptmate/material%20suplementario/CIME/10mo%20a%2012mo/T5%3B%20%20Reflexiones,%20traslaciones%20y%20Rotaciones%2810mo%20a%2012mo%29.pdf
http://docs.uprb.edu/deptmate/material%20suplementario/CIME/10mo%20a%2012mo/T5%3B%20%20Reflexiones,%20traslaciones%20y%20Rotaciones%2810mo%20a%2012mo%29.pdf
http://docs.uprb.edu/deptmate/material%20suplementario/CIME/10mo%20a%2012mo/T5%3B%20%20Reflexiones,%20traslaciones%20y%20Rotaciones%2810mo%20a%2012mo%29.pdf
https://www.canva.com/

Leccion 3. Ecuaciones lineales con una variable

Explorando

Lee y analiza el problema. Posteriormente responde las preguntas.

En la casa de Maria tienen un termometro que les regald su tio José que vive en Estados
Unidos, el cual marca solo grados Fahrenheit, Maria estuvo registrando las temperaturas

por 10 dias; sabiendo que la relacion esta dada por: C = g(F — 32), ayuda a completar su

registro encontrando las equivalencias que faltan en grados Celsius. / "/O ~
Temperaturas Conversion
registradas (Fahrenheit) (Celsius)

68 20

70 21.11

7
75.2

77

80 26.66
82.4

86
87.8 ‘ '
89.6 32 I )/

1. ¢Para ti cudles son las variables y las constantes en la ecuacion?

2. Explica como obtuviste los resultados.

3.;Qué representa para ti la relacion entre grados Fahrenheit y grados Celsius?

Distribucion gratuita-Prohibida su venta 22



()

;Qué es una ecuacion lineal?

Una ecuacion lineal de primer grado es una igualdad algebraica que utiliza una o mas
variables a la primera potencia y no contiene productos entre las variables, es decir una
ecuacion que implica solo sumas y restas de una variable a la primera potencia.

Estructura
Primer miembro Segundo miembro
I . 1 r A 1
ax+b=cx+d
l L 1l |
| ) Variable o incognita
Numeros reales, donde ayc Z 0
Si tenemos
2x+T7=4x -5
Entonces:

e El primer miembro es 2x + 7y el segundo miembro es 4x - 5.

e Los coeficientes son 2, 4 y los numeros 7 y 5 son constantes
conocidas.

e Laxeslavariable o incognita que se desea encontrar su valor para
que la igualdad sea verdadera.

Metodologia para resolver ecuaciones

1. En caso de contar con paréntesis o corchetes en la ecuacion, aplicar la propiedad
distributiva.

Propiedad distributiva de la multiplicacion
Si a, b y c representan numeros reales cualesquiera, entonces:

a(b + c) = a(b) + a(c) a(b - c) = a(b) - a(c)
(b + c)a =a(b) + a(c) (b - c)a =a(b) - alc)

2.- Sumar o restar de cada miembro de una ecuacion dada el mismo término (agrupar los
términos de la variable en un miembro y las constantes en el otro miembro).

2x+7T=4x -5 Escribir la ecuacion.

2x - 4x+T7=4x - 4x -5 Restar 4x en cada lado de la ecuacion para
2x - 4x+7=-5 agrupar las variables en un miembro.

23
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2x - bx+7-T7T=-5-17 Restar 7 en cada miembro para agrupar los
2x - bx=-5-17 numeros en el otro miembro.
-2x = -12

3.- Multiplicar o dividir cada miembro por un mismo nimero diferente de cero (despejar
la variable).

-2x = -12
__—sz = __—122 Dividir cada miembro por -2 para despejar “x".
X=6

4.- Sustituir en la(s) variable(s) de la ecuacion original el valor encontrado (verificar o

comprobar).

2x +7 =4x - 5 Ecuacion original.

2(6) +7=4(6) -5 Sustituir el valor encontrado x = 6.
12+7=24-5 Realizar las operaciones indicadas.
19 =19 La solucion es correcta.

Ejemplo 1: Resolver 4(2y + 5) = 3(5y - 2)

Solucion
4(2y + 5) = 3(5y -2) Copiar la ecuacion.
8y +20=15y -6 Aplicar la propiedad distributiva.
8y - 15y + 20 =15y - 15y - 6 Restar 15y a cada miembro para agrupar
8y-15y+20=-6 las variables en un solo lado.
8y-15y+20-20=-6-20
8y - 15y =-6 - 20 Restar 20 a cada miembro y simplificar.
=Ty = -26
__—773/ = __—276 Dividir cada miembro por -7.
- Comprobacion
4(2y +5) =3 (5y - 2) Ecuacion original.
4((572)+ 5) = 3((?) -2) Realizar las operaciones indicadas.
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28 420-26
7 7
208;“140 = 3907"42 Obtenemos la igualdad lo que significa que

348 _ 348
7

— = la solucion es verdadera y la ecuacion es valida.

Ejemplo 2: El salario quincenal que cobra un trabajador de la construccion es de $3600
después de restarle deducciones que alcanzan el 25% del mismo. ;Cudl es el salario bruto
que cobra este trabajador?

Solucion

Denotamos x como el salario bruto, 0.25x es igual al 25% del total de deducciones al salario
e igualamos al salario quincenal que cobra el trabajador, quedando expresado de la
siguiente manera:

x = 0.25x = 3600

Como no tenemos paréntesis, y ya estan agrupados los términos, le restamos a x el valor
0.25x.

0.75x = 3600
Aplicamos la metodologia.
0.75x = 3600 Copiar la ecuacion.
06.775; - % Dividir en ambos miembros 0.75.
X = 4800 Simplificamos despejando “x” y obtenemos el resultado.

Comprobacion

X - 0.25x =3600 Ecuacion original.

(4800) - 0.25(4800) = 3600 Sustituimos el valor de x.
4800 - 1200 = 3600 Simplificamos.

3600 = 3600 Obtenemos la igualdad.
25
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Practicande

Resuelve los siguientes ejercicios.
1.4x -2=x+13

Proceso

Operaciones

En caso de contar con paréntesis
aplicar la propiedad distributiva.

Sumar o restar de cada miembro
de una ecuacion dada, el mismo
término.

Multiplicar o dividir cada miembro
por un mismo numero diferente
de cero (despejar la variable).

Sustituir en la(s) variable(s) de la
ecuacion  original el valor
encontrado (verificar 0
comprobar).

Resultado.

Distribucion gratuita. Prohibida su venta.
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Resuelve las siguientes situaciones utilizando la metodologia presentada para la
resolucion de sistemas de ecuaciones de una variable.

JesuUs leyo la quinta parte de un libro que equivale a 50 paginas. Elabora el modelo
matematico y con base en él, responde, ;Cuantas paginas tiene el libro?

Proceso Operaciones

Expresa la ecuacion.

Multiplicar o dividir cada miembro
por un mismo numero diferente
de cero (despejar la variable).

Sustituye.

Interpreta el resultado.

En la pescaderia de Don Luis por la compra de camaron hay un descuento
del 5% en el total de su compra. Si Juan pago $570.00 y el Kilogramo tiene
un costo de $50.00, ;Cuantos kilogramos de camaroén compro?

Proceso Operaciones

Expresa la ecuacion.

Realiza la operacion pertinente y
simplifica.

Multiplicar o dividir cada miembro
por un mismo numero diferente
de cero (despejar la variable).

Interpreta el resultado
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Problemario
Si deseas seguir practicando puedes resolver el siguiente ejercicio:

Zx + 10

Pedro desea conocer las dimensiones que tiene su parcela la
cual requiere cercar, si al trazarla se da cuenta que tiene
forma rectangular con un perimetro de 260 m, determina las
dimensiones del terreno de Pedro apoyado del siguiente
diagrama. 2+ 10

3(2x - 4) =2(x -1)

3 1
-x—4=2--x
4 4

Auto
evalvuacion

o S S S — :
; Indicadores ; {Puedo i ¢Tengo dudas? !
t  lograrlo? !
' Puedo identificar las variables y las constantes en ! A
' una ecuacion.
Er.ﬁa;a_cs_._gééa.i_';_._l.;_._rﬁ.é.t_c.)_(.j_ai_o._g}g._.a;;..;_.}.é.;a[\./_.e_;._uﬁg_Er ............................ r ............................. ,
* ecuacion lineal.
ir'I_E';:c'a_{l;l_é_i_{:_d_'ﬁ'ﬁ_r'ﬁa_d_é_la_é_B::Ft_i;a_é_fl'ﬁg_é_i't_ﬁgc':_igH_'r_é_é_l'._'-gr ............................ r ............................. ,
o s = """'"""""""""T'?""i' ............................ |_ ............................. |
' Soy capaz de comprobar la solucion de una ecuacion ! i i
' lineal. ! 5

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores, refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

iEnciclotareas, Ecuacion Lineal de una Variable - Ejercicios Resueltos - Parte 3
Disponible en https://www.youtube.com/watch?v=s9vEXIP5klk

Superprof material didactico, Ecuaciones de primer grado: Saberlo todo. Disponible
en:
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/algebra/ecuaciones/ecu
aciones-de-primer-grado.html

Julioprofe, Ecuaciones Lineales - Ejercicio 13 - ft. Casio Classwi. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=K3_83RW4Pxs

Superprof material didactico, Problemas y ejercicios de ecuaciones de primer
grado. Disponible en:
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/algebra/ecuaciones/pro
blemas-de-ecuaciones-de-primer-grado.html

Referencias

Swokowski, Cole. (2009). Algebra y trigonometria con geometria analitica. Cengage
Learning. 12°. Edicion.

Dolciani, Berman, Wooton. (1991). Algebra moderna y trigonometria. México.
Publicaciones cultural.

Imagenes tomadas de:
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https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/algebra/ecuaciones/ecuaciones-de-primer-grado.html
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/algebra/ecuaciones/ecuaciones-de-primer-grado.html
https://www.youtube.com/watch?v=K3_83RW4Pxs
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/algebra/ecuaciones/problemas-de-ecuaciones-de-primer-grado.html
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/algebra/ecuaciones/problemas-de-ecuaciones-de-primer-grado.html
https://www.klipartz.com/
https://www.canva.com/
https://www.canva.com/

Leccion 4. Sistemas de ecuaciones lineales con 2 y 3 variables

Explorando

Observa las imagenes y a partir del andlisis para deducir los valores incognitos,

determina el valor del compas.

@@+ |+ |=26
| +gpt+gp=28

Explica brevemente como resolviste el problema para encontrar el valor del compas.
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;Qué son los sistemas de ecuaciones lineales?

Una ecuacion lineal esta definida como una igualdad en la que se combinan operaciones
con la intervencion de una o mas variables (incdgnitas), y que nos permiten dar solucion
a situaciones de diferentes contextos.

Ya en la leccion 3 de este cuadernillo, aprendiste qué son las ecuaciones lineales de una
variable y la manera de resolverlas, ahora conocerds qué son los sistemas de
ecuaciones lineales de dos y tres variables y el tipo de situaciones que pueden
resolverse a partir del planteamiento y resolucion de dichos sistemas.

No obstante, cuando en un problema planteado se identifican dos o
mas variables o incognitas, entonces es necesario disefiar un
Sistema de Ecuaciones, es decir, un conjunto de ecuaciones en las
que se busca encontrar soluciones comunes para las variables
involucradas.

Por ejemplo, si se desea fraccionar un terreno en lotes
rectangulares, los lotes deben guardar ciertas caracteristicas
particulares en las dimensiones de los lados largo y corto, y ahi
estamos apreciando la necesidad de utilizar dos variables
diferentes, porque las dimensiones también son diferentes, lo que
puede llevar a la construccion de un sistema de ecuaciones.

Por otra parte, es importante mencionar que la cantidad de ecuaciones que conforman un
Sistema de Ecuaciones, estén en funcion de la cantidad de variables. Esto significa que,
en caso de que se presenten dos incdgnitas, para su resolucion se requiere tener como
minimo 2 ecuaciones independientes en el sistema, si fueran tres las incdgnitas,
entonces como minimo son requeridas 3 ecuaciones independientes y asi continuamente.

Aunado a lo anterior, cabe senalar que, en el disefo general de ecuaciones, las letras
finales del alfabeto como x, y, z son utilizadas como las variables que representan las
incognitas; mientras que las letras iniciales como a, b, ¢, d son utilizadas para referirse
a constantes numéricas.

Una vez mencionado esto, vale la pena indicar que la estructura general de los sistemas
de ecuaciones lineales con dos variables, también conocidos como sistemas de
ecuaciones lineales de 2x2, por el hecho de que son 2 ecuaciones independientes y con 2
variables distintas, corresponde a:

alx + bly = C1
azx + be = CZ
Y podemos tener como ejemplo:

7x +4y =—-10
—2x+9y =13
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Mientras que para los sistemas de ecuaciones lineales con tres variables o sistemas de
ecuaciones lineales de 3x3, porque corresponden a 3 ecuaciones independientes y con 3
variables distintas, su estructura general es:

alx + bly + Clz = d1
a,Xx + be + CrZ = dz
a3x + b3y + C3Z = d3

Teniendo como ejemplo el siguiente sistema:

3x+5y—z=-2
x—4y+2z=13
5x+3y+3z=12

Cabe mencionar, que un sistema de ecuaciones lineales esta disefiado para encontrar el
valor de las variables involucradas y, por ende, dar solucion a una situacion en particular.
Sin embargo, hay ocasiones en que los sistemas de ecuaciones no tienen solucion, o
bien, alguna o varias de las incdgnitas pueden aceptar una infinidad de valores como
solucion, y, aun asi, satisfacer con las condiciones del sistema. Por lo que, de acuerdo
con la existencia de soluciones, los sistemas de ecuaciones se clasifican de la siguiente
manera, tal y como lo presente el diagrama:

Sistema de

Ecuaciones

b

itiene solucion? == | NQ | =———s

Incompatible o

sele Inconsistente
l llama
f Si }
' Solucién Gnica | ' Infinitas soluciones |
se le llama l se le llama l
Compatible y Compatible e
determinado indeterminado

Asimismo, en el caso de los sistemas de ecuaciones lineales, existen varios métodos
para resolverlos:

e Reduccion (suma y resta) e Método grafico
e Determinantes e Sustitucion
e Igualacion
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Siendo el método de reduccion el que se utilizara en el desarrollo de esta leccion.

Resolucion de situaciones por medio de sistemas de ecuaciones lineales con dos
variables (2x2)

Para comenzar con el abordaje de este punto, retomemos la situacion presentada al
inicio de la leccion, donde se solicita encontrar el valor de la figura del compas, a partir
de determinar los valores del sacapuntas, del cuaderno y de la mochila:

o @+ |+ (=26
|+@+@=28

ete— - 1=
2 §- +te=4

Lo primero que se requiere, es la identificar las incognitas y asignar las variables para
plantear el sistema de ecuaciones. En este caso, observemos que en la /magen ]
tenemos dos incognitas que corresponden a las imagenes del sacapuntas y del cuaderno,
por lo que es posible que asignemos las variables de la siguiente manera:

x: valor del sacapuntas
y: valor del cuaderno

Ahora bien, apreciando el primer renglén de la imagen 7, donde un sacapuntas y dos
cuadernos equivalen a 26, se puede establecer una primera ecuacion lineal como:

x+2y =26
Por otra parte, en el segundo renglén de esa misma imagen, se aprecia que un cuaderno
y dos sacapuntas equivalen a 28, es posible establecer como segunda ecuacion:

2x+y =28
De modo que el sistema de ecuaciones lineales que permite resolver la situacion
problema queda como:

x+2y=26

2x+y =28

Tomando en cuenta que se utilizard el método de reduccion, es necesario precisar que
este método requiere que ambas ecuaciones del sistema estén escritas en la forma:

ax+ by =c
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Lo cual no es un problema en el caso que se esta abordando en este momento, pero
cuando sea necesario, debe realizarse el reacomodo de términos correspondiente.

Al resolver el sistema utilizando el método de reduccion, se realiza el siguiente
procedimiento:

(Ecuaciéon 1) x+ 2y = 26
(Ecuacion 2) 2x +y = 28

Primeramente, se debe elegir una variable para eliminar, en este caso se procederd a eliminar
la variable x

Para lograr la eliminacidén de x, es necesario —2[x + 2y = 26] —2x —4y = —52
que en ambas ecuaciones se tenga la misma 2x+y =28 2x+ y= 28
cantidad de x, pero con signos opuestos para
que al reducir resulte cero y sea eliminada. La ecuacion resultante es equivalente a la
Por lo que, apreciando el sistema, resulta inicial, y permitird la eliminacion en lo
conveniente multiplicar la ecuacién 1 por -2: sucesivo.
, —2x — 4y = —52
Notese que, gracias al movimiento anterior, ya 2x + y = 28
se cuenta con las condiciones necesarias para 0x — 3y = —24
la eliminacion, y se procede a realizar la suma
de ambas ecuaciones resultantes: Quedando como:
-3y =-24
—24
Se resuelve la ecuacidn resultante, despejando Y= -3
la variable y:
y=8
Una vez que ya se conoce el valor de una
primera variable, en este caso de y, se procede
a sustituir esta variable por su valor Ecuacién 1: x + 2y = 26
encontrado en cualquiera de las dos
ecuaciones lineales del sistema. = x+2(8) =26
En este caso, por practicidad se elige sustituir
el valor de y en la ecuacion 1:
x+16 =26
Se resuelve la ecuacidn resultante, despejando x=26—16
la variable x:
x =10

Se concluye que los valores que satisfacen a ambas ecuaciones son x =10y y = 8, aunque
también es posible expresar la solucién como el par ordenado (10, 8)
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De acuerdo con los resultados obtenidos, hemos encontrado que el —
valor del sacapuntas es 10 y del cuaderno 8. Sin embargo, se
requiere determinar el valor de la mochila, para entonces determinar
el valor del compas.

g

Si se considera ahora la imagen 2 de nuestra situacion:

@+@— - =
J- +e=

Se tiene que el valor de dos sacapuntas, menos el valor de dos cuadernos es equivalente
al valor de la mochila. Y sabiendo que cada sacapuntas vale 10 y cada cuaderno 8,
entonces se puede deducir que:

¥ =2(10)—-2(8)=20—-16=4

Como ya conocemos que la mochila vale 4, y que ya contamos con todos los valores
necesarios para determinar el valor del compas; tomando en cuenta el segundo rengldn
de la imagen 2 se plantea que:

—4-8+10=6

Y de esta forma se concluye con la resolucion de esta situacion, donde a partir del
planteamiento y resolucion de un sistema de ecuaciones lineales con dos variables, ha
sido posible determinar que cada articulo tiene los siguientes valores:

Sacapuntas: 10 Es\ Oe

Cuaderno: 8 5
Mochila: 4

Compas: 6 .l L

Revisemos ahora otra situacion problémica que nos permitira fortalecer el contenido:

En un reconocido parque acuatico de la ciudad, el costo por
entrada para los adultos es de $500, mientras que para los nifios
es de $200. Si un dia en el que asistieron 2,800 personas,
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recaudaron $800,000 solo por concepto de entradas, ;cuantos nifios asistieron al parque
acuatico ese dia?”

Lo primero que se requiere para plantear el sistema de ecuaciones, es la identificacion
de las incognitas y la asignacion de variables, de modo que:

x: cantidad de nifos
y: cantidad de adultos

Ahora bien, si el enunciado nos dice que ese dia asistieron 2,800 personas entre nifios y
adultos, entonces se puede establecer una primera ecuacion lineal como:

x+y=2,800

Por otra parte, si se dice que el costo de cada entrada para niiio es de $200, entonces se
puede establecer que el total de dinero que se obtuvo Unicamente por las entradas de los
ninos es:

(200)(x) = 200x

Y de manera similar, para determinar el total de ingresos por concepto de entradas de
adultos, a $500 el boleto, se tiene entonces:

(500)(y) = 500y

Contemplando que el monto total recaudado fue de $800,000 y una vez ya definidas las
expresiones algebraicas que representan los ingresos netos de nifos y adultos, es
posible establecer como segunda ecuacion:

200x + 500y = 800,000

De modo que el sistema de ecuaciones lineales que permite resolver la situacion
problema queda como:

x+y=2,800
200x + 500y = 800,000

Aunque si se observa la ecuacién 2 con atencion, es posible dividir cada término de la
ecuacion por 100, para obtener una ecuacion equivalente, pero con valores constantes
mas pequefios que facilitaran las operaciones en el desarrollo de su solucion.

Por lo que es posible presentar el sistema como:

x+y=2,800
2x+ 5y =8,000

En caso de que no se llegue a percibir la posibilidad de reducir una ecuacion como se ha
realizado en este momento, no hay problema, ya que se llegara a la misma solucion. Sin
embargo, es bastante recomendable hacerlo en la medida de lo posible.

Procedemos ahora a resolver el sistema de ecuaciones por el método de reduccion,
mediante el siguiente procedimiento:
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(Ecuacion1) x+y=2,800

(Ecuacién 2) 2x + 5y = 8,000

Primeramente, se debe elegir una variable para eliminar, en este caso se procederd a eliminar
la variable x

Para lograr la eliminacion de x, es necesario —2[x +y = 2,800] —2x—2y = —5,600
que en ambas ecuaciones se tenga la misma 2x + 5y = 8,000 2x+5y= 8,000
cantidad de x, pero con signos opuestos para

que al reducir resulte cero y sea eliminada. La ecuacion resultante es equivalente a la
Por lo que, apreciando el sistema, resulta inicial, 'y permitiré la eliminacion en lo

conveniente multiplicar la ecuacion 1 por -2: sucesivo.

—2x — 2y =—5,600

Ahora que ya se cuenta con las condiciones Zx + Sy = 8,000
necesarias para la eliminacion, se procede a Ox + 3y = 2,400
realizar la suma de las ecuaciones resultantes: | g edando como:

3y =2,400

2,400
Se resuelve la ecuacidn resultante, despejando y= 3
la variable y:
y =800

Una vez que ya se conoce el valor de una
primera variable, en este caso de y, se procede
a sustituir esta variable por su valor Ecuacién 1: x + y = 2,800
encontrado en cualquiera de las dos
ecuaciones lineales del sistema. = x+ 800 = 2,800

En este caso, por practicidad se elige sustituir
el valor de y en la ecuacion I:

x+ 800 = 2,800
Se reéuelve la ecuacion resultante, despejando x = 2,800 — 800
la variable x:

x=2,000

Se concluye que los valores que satisfacen a ambas ecuaciones son x = 2,000y y = 800,
aunque también es posible expresar la solucién como el par ordenado (2,000, 800)

Una vez resuelto el sistema, es necesario dar la interpretacion
adecuada a los resultados obtenidos para atender la peticion del
problema; de modo que si la variable x representa la cantidad de nifios
que asistieron ese dia al parque acuatico y que y se refiere a la cantidad
de adultos, se concluye entonces que, para que se cumplan las
condiciones presentadas, la asistencia fue de 2,000 nifios y también de
800 adultos.
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Resolucion de situaciones por medio de sistemas de ecuaciones lineales con tres
variables (3x3)

Similar a la manera en que se abordd el apartado anterior, se partird de la siguiente
situacion problémica:

Una empacadora de productos enlatados distribuye su mercancia en latas de diferentes
presentaciones y costos de acuerdo con la siguiente tabla:

Peso Costo ‘

250 gr $14
500 gr $22
1kg $36

Si a un cliente le ha surtido un lote combinado de 40 latas con un peso neto de 21 kg y un
importe de $896, ;cuantas latas de cada tipo se han comprado?

Considerando que la cantidad especifica de latas en sus distintas presentaciones son las
incagnitas del problema, entonces se procede a realizar la asignacion de variables para
cada tipo, considerando que como son presentaciones diferentes, entonces es necesario
utilizar variables distintas:

x: latas de 250 gr
y: latas de 500 gr
z: latas de 1 kg

Notese que como se tienen 3 variables en esta situacion, esto implica que entonces se
plantearan al menos 3 ecuaciones lineales en el sistema, ya que se debe recordar que la
cantidad de ecuaciones que conforman un sistema depende de la cantidad de variables
involucradas.

Dado que en el enunciado se menciona que el lote que se ha vendido es de 40 latas, una
primera ecuacion puede quedar planteada como:

x+y+z=40

Asimismo, el problema brinda informacion respecto al peso del lote y de las latas en sus
diferentes presentaciones, por lo que es posible plantear una segunda ecuacion.

En este sentido, el peso total de las latas en presentacion de 250 gr corresponde a:
(250)(x) = 250x

El de las latas de 500 gr a:
(500)(y) = 500y

Y para representar el peso de las latas de 1 kg, es preciso considerar que 1 kg = 1,000 gr,
ya que es necesario utilizar las mismas unidades de medida. De modo que, para esta
ultima presentacion, su peso queda determinado por:

(1,000)(z) = 1,000z
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Planteando la segunda ecuacién como:
250x + 500y + 1,000z = 21,000

Notese que también se ha tenido que realizar la equivalencia de kilogramos a gramos,
para representar los 21 kg que pesa el lote, porque es importante mantener las mismas
unidades de medida.

Otro detalle que resulta importante considerar de esta segunda ecuacion, es que puede
simplificarse al dividir cada término por 250, y encontrar una ecuacion equivalente con
valores constantes mas pequefios, tal y como se presentdé una situacion similar cuando
se reviso el apartado de Resolucion de situaciones mediante sistemas lineales de 2x2:

250x + 500y + 1,000z = 21,000 = x + 2y + 4z = 84

Por otra parte, es posible establecer una tercera ecuacion lineal a partir de la
informacion que se proporciona respecto a los costos.

Considerando que las latas de 250 gr representadas por la variable x, tienen un costo de
$14, la expresion algebraica que representa el costo de todas las latas de esta
presentacion queda determinada como:

(14)(x) = 14x

Para las latas en presentacion de 500 gr:
(22)(y) = 22y
Y para expresar algebraicamente el costo de las latas de 1kg:
(36)(z) = 36z
Contemplando que el costo total del lote fue de $896, entonces la tercera ecuacion se
plantea como:
14x + 22y + 36z = 896

Y también resulta ser una ecuacion que puede ser reducida si se divide por 2, de manera
que se puede considerar como tercera ecuacion a:

7x + 11y + 18z = 448

Teniendo como sistema de ecuaciones lineales de 3x3 para resolver este problema a:

x+y+z=40
x+2y+4z =84
7x + 11y + 18z = 448

Es importante verificar que cada una de las ecuaciones que integran el sistema se
encuentren escritas de la forma ax + by + cz = d antes de comenzar a resolver. En este
caso, se recurrird nuevamente al método de reduccion:
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(Ecuacion 1)
(Ecuacion 2)
(Ecuaciéon 3) 7x + 11y + 18z = 448

x+y+z=40
x+2y+4z =84

Como primer paso, se debe elegir una variable para eliminar dentro del sistema. En
este caso se optara por eliminar la variable z, aunque desde luego, puede optarse por

cualquier otra.

Tomando en cuenta que ahora se tienen 3
ecuaciones con 3 variables cada una, se

comenzara por eliminar la variable z de
las ecuaciones 1y 2.

Para ello, nétese que los coeficientes de
dicha variable en las ecuaciones 1y 2

corresponden a 1 y 4 respectivamente,
por lo que practicamente se requiere

multiplicar la ecuacion 1 por -4, para

conseguir tener la misma cantidad
absoluta de z, pero con signos opuestos:

—4[x+y+z = 40]
x+2y+4z =84
—4x—4y -4z =-160
x+2y+4z= 84

La ecuacion resultante es equivalente a la
inicial, y permitird la eliminacion en lo
sucesivo.

Observa que, gracias al movimiento
anterior, ya se cuenta con las condiciones
necesarias para la eliminacion de z, y se
procede a realizar la suma de ambas
ecuaciones resultantes:

A esta ecuacion resultante se le llamara

—4x — 4y — 4z = —-160
x+ 2y +4z = 84
-3x — 2y + 0z = -76

Quedando simplemente como:

—-3x—-2y=-76

(A) y se mantendra en reserva.

Considerando que ya se trabajo con las
ecuaciones 1 y 2, ahora corresponde el
turno de tomar la ecuacion 3 junto con
cualquiera de las otras dos, para
proceder a eliminar también la variable z.

En este caso, seran las ecuaciones 1y 3,
procediendo a multiplicar la ecuacion 1
por -18 para obtener la misma cantidad
absoluta de z, pero con signos opuestos:

—18[x + y + z = 40]
7x + 11y + 18z = 448
U

—-18x - 18y — 18z = -720
7x+11y + 18z = 448

Se realiza la suma de ambas ecuaciones
resultantes:

—18x — 18y — 18z = -720
7x + 11y + 18z 448

-11x — 7y + 0z =-272
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Quedando simplemente como:
—11x -7y =-272

A esta ecuacion resultante se le llamard

(B).

Ahora se plantea un nuevo sistema de
ecuaciones lineales con dos variables,
utilizando las ecuaciones A y B:

—-3x—-2y=-76
—11x -7y =-272

Para resolver el nuevo sistema de
ecuaciones lineales con dos variables, se
procede a eliminar una de las dos
variables que se presentan, optandose en
esta ocasion por eliminar la variable y.

7[—-3x — 2y = —-76]
—2[-11x — 7y = —272]
—21x— 14y = —532

o ., 22x + 14y = 544
Para ello, se multiplicara la ecuacion A
por 7 y la ecuacion B por -2, para de esta
forma conseguir tener la misma cantidad
absoluta de y, pero con signos opuestos:
—21x — 14y = —-532
22x + 14y = 544
Se realiza la suma de ambas ecuaciones Y
L , x+ 0y = 12
resultantes, consiguiendo asi la
eliminacion de y: Teniendo que:
x=12

Una vez que ya se conoce el valor de una
primera variable, en este caso de x, se
procede a sustituir esta variable por en la
ecuacion A o en la ecuacion B.

En este caso, resulta mas practico

Ecuacion A: —3x—-2y=-76
Y comox = 12, entonces:

-3(12) -2y = -76

. i —-36 -2y =-76
realizar la sustitucion en la ecuacion A:
—-36 -2y =-76
—2y=-76+36

Se resuelve la ecuacion resultante, -2y = —40
despejando la variable y: _40
y= 2

y =20

Una vez conocidos los valores de las
variables x y y, se realiza la sustitucion
de estos utilizando cualquiera de las 3

Ecuaciéon1l: x+y+z =40

Ycomox =12 y y = 20, entfonces:
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ecuaciones iniciales del ejercicio. 12+ 20+2z =40

En este caso, se optara por realizar las 32+2z=40
sustituciones en la ecuacion 1:

32+z=40
Y se .resuelve l.a ecuacion resultante, 7= 40 — 32
despejando la variable z:
z=28

Se concluye que los valores que satisfacen a la terna de ecuaciones son x =12, y =
20 y z=8, aunque también es posible expresar la solucion como
(12,20, 8).

Una vez resuelto el sistema, se concluye entonces que el cliente de la
empacadora de productos enlatados ha comprado 12 latas de la
presentacion de 250 gr, 20 latas de la presentacion de 500 gr y 8 latas
mas de la presentacion de 1kg.

C

Resuelve los siguientes sistemas de ecuaciones lineales de 3x3 por el método de
reduccion, apdyate de la tabla como guia para encontrar las soluciones:

X+2y—5z=2

{ x—y—z=0
3x—-2y—4z=1
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Guia para el desarrollo

Desarrollo

Elimina la variable z de las
ecuaciones 1y 2.

La ecuacion resultante tras la
eliminacion de la variable z,
utilizando las ecuaciones 1y 2,
la llamaremos ecuacion A.

Toma la ecuacion 3 junto con la
ecuacion 1 o 2 segun sea tu
preferencia, y vuelve a eliminar
la variable z.

La ecuacion resultante tras la
eliminacion de la variable z,
utilizando las ecuaciones 3y 10
2, la llamaremos ecuacion B.

Plantea ahora un nuevo
sistema de ecuaciones lineales,
utilizando las ecuaciones A y B.

Elimina la variable y del
sistema de ecuaciones anterior.

Realiza el despeje de la
variable x para conocer su
valor.

Sustituye el valor de la variable
x en la ecuacion A.

Despeja la variable y.
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Con los valores de |las
variables x y 1y, realiza la
sustitucion de estos utilizando
cualquiera de las 3 ecuaciones
iniciales del ejercicio:

Despeja la variable z:

El sistema de ecuaciones tiene | X =
por soluciones: y=

2x+y+z=-9
x+2y+5z=-6
3x—5y+4z=15

Guia para el desarrollo

Desarrollo

Elimina la variable z de las ecuaciones 1y
2.

La ecuacion resultante tras la eliminacion
de la variable z, utilizando las ecuaciones
1y 2, la llamaremos ecuacion A.

Toma la ecuacion 3 junto con la ecuacion
10 2 segln sea tu preferencia, y vuelve a
eliminar la variable z:

La ecuacion resultante tras la eliminacion
de la variable z, utilizando las ecuaciones
3y102, lallamaremos ecuacion B.

Plantea ahora un nuevo sistema de
ecuaciones lineales, utilizando las
ecuaciones A y B.

Elimina la variable y del sistema de
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ecuaciones anterior.

Realiza el despeje de la variable x para
conocer su valor.

Sustituye el valor de la variable x en la
ecuacion A.

Despeja la variable y.

Con los valores de las variables x y y,
realiza la sustitucion de estos utilizando
cualquiera de las 3 ecuaciones iniciales
del ejercicio.

Despeja la variable z.

El sistema de ecuaciones tiene por | X
soluciones:

N <
I

Soluciona la siguiente situacion a partir del planteamiento y resolucion de sistemas de
ecuaciones lineales de 2x2, apdyate de la tabla guia para resolver

e Una persona invirtio $23,000 en dos cuentas bancarias distintas con un
rendimiento del 7% y 10% respectivamente. Determina la cantidad de
dinero que invirtio en cada cuenta, si al término del plazo de inversion

recibio un rendimiento total de $2,060.
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Guia para el desarrollo Desarrollo

(Qué trato de encontrar?

(Qué informacion tengo?

Asigna las variables x yy para
expresar los valores desconocidos.

Expresa  algebraicamente  una
ecuacion que represente la relacion
entre las variables y la cantidad
invertida, la cual llamaremos
ecuacion 1.

Expresa  algebraicamente una
ecuacion que represente la relacion
entre las variables y el rendimiento
recibido, la cual llamaremos
ecuacion 2.

Plantea el sistema de ecuaciones
lineales de 2x2, utilizando las
ecuaciones 1y 2.

Elimina la variable y del sistema de
ecuaciones anterior.

Realiza el despeje de la variable x

- para conocer su valor.
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Sustituye el valor de la variable x en la
ecuacion 1o en la ecuacion 2.

Despeja la variable y para conocer su
valor.

El sistema de ecuaciones
soluciones.

tiene por

Interpreta las soluciones para expresar
la conclusion de la situacion planteada,
iqué representan los valores
encontrados para cada variable?

Problemario

Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

e Al circular un terreno con forma de rectangulo con malla
ciclonica fueron requeridos 62 metros lineales; pero si el
lado corto se duplica, entonces la cantidad de malla que se
requeriria para circularlo seria de 86 metros, ;cuales son

las dimensiones de dicho terreno?

e La suma de los 3 angulos interiores de un triangulo es 180°. La
suma del mayor y el mediano es 146°, mientras que la suma del
mediano y el menor es 82°. Encuentra la medida de cada angulo.
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e

r . , . .
' Entiendo que es un sistema de ecuaciones
 lineales.

Auto,
evaluacion

Indicadores

Soy capaz de explicar para qué sirven los
sistemas de ecuaciones lineales de dos y tres
variables.

Soy capaz de identificar las variables involucradas
en un planteamiento problémico.

Comprendo qué es el método de reduccion para
resolver sistemas de ecuaciones lineales con 2y 3
variables y como llevarlo a cabo.

Puedo disefiar y resolver un sistema de
ecuaciones lineales para resolver una situacion
problema.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores, refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.

1
_._._._._._._._._|._._._._._._._._.+._._._._._._i._._._._._._._ S R —
""""|""""+"""i""""+"""|""|
d
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Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

Jaque en mates, problemas de sistemas de ecuaciones. Disponible en
https://youtu.be/Sqq_ed4VIBA

Khan Academy, Resolver sistemas de ecuaciones por eliminacion: los pastelillos
del rey. Disponible en:
https://es.khanacademy.org/math/algebra/x2f8bb11595b61c86:systems-of-
equations/x2f8bb11595bé1c86:equivalent-systems-of-equations-and-the-
elimination-method/v/king-s-cupcakes-solving-systems-by-elimination
Matematicas profe Alex, Sistemas de ecuaciones 2x2: Método de reduccion-
eliminacion. Disponible en https://youtu.be/0ilTVp5uRz8

Math2me, Plantear problemas de sistemas de ecuaciones lineales 2x2. Disponible
en https://youtu.be/gd95JhLC4LU

Portal Académico CCH UNAM, Resoluciéon de problemas 3x3. Disponible en:
https://portalacademico.cch.unam.mx/alumno/matematicas1/unidad4/resoluciond
eproblemas3x3

Profe Walter, Sistemas de ecuaciones de 3x3 Método de reduccion. Disponible en:
https://youtu.be/19Jp0j3QJLY

Referencias

Cano, P. (2014). Asémate a las matematicas aplicadas. México: Editorial Progreso.
Cuéllar, J. (2010). Algebra. Segunda Ed. México: McGraw Hill Educacion.

Garza, B. (2014). Algebra. México: Pearson.

Jiménez, M. y Estrada, R. (2018). Matematicas I. Segunda Ed. México: Pearson.
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Leccion 5. Ecuaciones cuadraticas

Relaciona las columnas segun corresponda.

Una ecuacion lineal
es..

Ejemplo de ecuacion
lineal.

Es la representacion
grafica de una
funcion lineal.

Definicion de wuna
ecuacion cuadratica.

Ejemplo de ecuacion
cuadratica.

Es la representacion
grafica de una
funcion cuadratica.

Es el resultado de 62

Es el procedimiento
para resolver una
ecuacion a través del
despeje
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Es aquella en la cual, una vez
simplificada, el mayor exponente de
la incognita es 2.

gi=x T ghs

d

/ ykziﬁ

x+10=15

x=15-10

X=9

Entonces 5+10=15

Es una igualdad matematica entre
dos expresiones algebraicas, en las
que aparecen variables y que
involucra Unicamente sumas y restas
de una variable a la primera potencia
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ax?+bx+c=0

2x -3=3x+2
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En esta leccion se abordan distintos tipos de ecuaciones cuadraticas, conoceras las

principales caracteristicas de las ecuaciones cuadraticas y aprenderas a resolverlas a
través de diversos métodos segun sus caracteristicas.

Ecuaciones cuadraticas

Ademas de las funciones lineales, uno de los tipos mas comunes de funciones polinomiales
con las que trabajamos en el algebra es la funcion cuadratica. Una funcién cuadratica es

una funcion que puede ser descrita por una ecuacion de la forma

y = ax? + bx + c,dondea # 0

Ninglin término en la funcion polinomial tiene un grado mayor que 2. Las funciones
cuadraticas son utiles cuando trabajamos con éareas, y frecuentemente aparecen en

problemas de movimiento que implican gravedad o aceleracion.

Las graficas de las funciones cuadraticas tienen caracteristicas que estan estrechamente
relacionadas con su forma simbdlica. A medida que exploremos estas graficas,

aprenderemos a identificar estas caracteristicas, y veremos algunas de las maneras de

estructurar las ecuaciones cuadraticas.

Grafica de una ecuacion cuadratica

La grafica de una funcidn cuadratica es una curva con forma de U llamada pardbola. Puede
ser trazada dibujando soluciones de la ecuacion, encontrando el vértice y usando el eje de
simetria para graficar puntos seleccionados, o encontrando las raices y el vértice.

A continuacion, se muestran los principales elementos de la grafica de una ecuacién

cuadratica:

e Vértice. Es el punto de intercepcion de la
grafica con el eje de simetria.

e Intercepciones con el eje x (Raiz).
Corresponde a las soluciones de la
ecuacion.

o Ordenada al origen. Es el valor del
término independiente de la ecuacion.

e Eje de simetria. Recta que pasa por el
foco y el vértice.

La ecuacion cuadratica es una funcion
polinomial que se puede escribir como
y = ax? + bx + ¢, donde los coeficientes g, by ¢
son numeros reales y cada uno de ellos aporta
datos para la grafica de la ecuacion.
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La grafica de una ecuacion de cuadratica es una parabola.

El signo del coeficiente a determina hacia donde abre la parabola: si es positivo
abre hacia arriba, si es negativo abre hacia abajo.

A mayor valor de a, menor sera la apertura de la grafica.

La relacion de by a determina el desplazamiento de la grafica en el eje de las
ordenadas (eje y).

La proporcion y el sentido de desplazamiento de la grafica en el eje de las abscisas

(eje x) corresponde a %, que es la coordenada del vértice de la parabola.

Si el resultado del término ;—2 es positivo el desplazamiento es hacia la derecha, si

es negativo hacia la izquierda.
El valor de cque es el término independiente, determina el cruce de la grafica con
el eje y corresponde a la ordenada del punto de intercepcion de la grafica con el eje

y.

Ejemplo
Analizar la ecuacion cuadratica y = x? y hacer deducciones con base en sus parametros
a byc
X Y Punto (x, y) .
-3 9 (-3,9)
-2 4 (-2, 4) !
-1 1 (-1, 1) 6
0 0 (0, 0) .
1 1 (1,1
2 4 (2, 4) '
3 9 (3,9 ’

El valor de a = 1, entonces es una parabola que abre hacia arriba.

El valor de b = 0, entonces no esta trasladada, su eje de simetria es el eje y.

El valor de c = 0, corta al eje y en 0, es decir pasa por (0, 0).

Se tabulan algunos valores para tener una idea clara de la grafica correspondiente.
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Ecuaciones cuadraticas incompletas

Se llama ecuaciones incompletas de segundo grado o cuadraticas, cuando la ecuacion
carece del término en xo el término independiente y se clasifican en dos tipos: ecuaciones
cuadraticas incompletas puras y mixtas.

1. Ecuaciones cuadraticas incompletas puras, de la forma: ax* + ¢ =0

Para resolver las ecuaciones cuadraticas incompletas puras de la forma ax? + ¢ = 0, debe
despejar la incognita como se muestra a continuacion.

ax®*+c=0

Pasa ¢ al segundo miembro con el signo axl+4= —c
contrario,

luego se pasa a; como esta multiplicando v2 =

se pasa dividiendo, T a

y por ultimo el cuadrado de x pasa con la
operacion inversa que es la radicacion, en X
este caso raiz cuadrada.

Il
-+
I
I

Entonces, las raices o soluciones de una ecuacion cuadratica incompleta pura son:
c , Cc
a a

Si ay ctienen el mismo signo, las raices son imaginarias por ser la raiz cuadrada
de una cantidad negativa, y si tienen signo distinto las raices son reales.
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Ejemplo de ecuacion cuadratica incompletas pura

Para encontrar las soluciones de la ecuacion 4x% — 100 =0

Observa que es una ecuacion cuadratica incompleta pura ya que cumple con la forma

general de este tipo de ecuaciones ax? + ¢ = 0, en donde a = 4y c = 100

ax?+c=0 4x%24+100=0
4x%2 —-100=0
Pasa ¢ al segundo miembro con el signo ax?+=—100

contrario (en este caso menos),

luego se pasa a; como esta multiplicando —100
se pasa dividiendo, 4

y por ultimo el cuadrado de x pasa con la
operacion inversa que es la radicacion, en x =4 |— —100
este caso raiz cuadrada. - 4

Entonces, las raices o soluciones de esta ecuacion cuadratica incompleta pura son:

—100
e Xy = —

Y se resuelve de la siguiente manera:

—100
4
Se utiliza la Ley de signos. @
00 00
X1 = 4 X2 = _\@
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Como ambos son negativos, se

convierte a positivos, quedando: _ 100 _ 100
Xy = |— Xy =— |[—
4 4
Se simplifica y se extrae la raiz X, = V25 X, = —\/25
cuadrada.
Obteniendo los siguientes X; =5 X, = —5
resultados:
2. Ecuaciones cuadraticas incompletas mixtas, de la forma: ax? + bx = 0
La forma general de una ecuacion cuadratica incompleta mixta es
ax?+bx =0
Término cuadratico Término lineal
(esta elevado a la segunda potencia) (que no esta elevando a ninguna potencia)

Ambos miembros tienen como elemento comun x.

Para resolver este tipo de ecuaciones se emplea la factorizacion (por factor comdn) y una
de las propiedades del producto.

e Se factoriza x de la expresion y se iguala a 0.

e Se utiliza la propiedad del producto cero y se despeja la variable en cada uno de
los factores.

e Siel primer factor es igual a 0, se tiene la solucion: x; =0

e Siel segundo factor ax + b es igual a 0, se tiene la solucion:

ax+b=0
ax =—b

_ b
X, = -
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Ejemplo de ecuacion cuadratica incompleta mixta
Para resolver la ecuacion 7x2 — 4x=0

Observa que es una ecuacion cuadratica incompleta mixta ya que cumple con la forma con
la forma general de este tipo de ecuaciones ax? + bx = 0, en donde a=7y b=-4.

ax:? —bx=0 7x2 —4x =0

Se reemplazan los valores de a y b en las expresiones que permiten encontrar las
soluciones y se realizan las operaciones.

7x%2 —4x =0

Primero debes realizarla factorizacion por x( )
factor comun, es decir buscar el elemento
comun de ambos términos, en este caso es:

Busca un término que multiplicado por x te x(7x )=0
de como resultado 742 En este caso es 7x.

Porque (x)(7x)= 7x?

Ahora busca un término que al multiplicarlo x(7x — 4) =0
por x obtengas -4x. En este caso sera -4

Porque (x)(-4)=-4x

Ahora se toman los dos términos obtenidos y se igualan a cero y se realizan los despejes
correspondientes. Recuerda que debe pasar los términos con la operacién contraria, es
decir que si estd multiplicando debe pasar dividiendo, si estd sumando debe pasar
restando, etc.

x1=0 7x—4=0

4
x2=§

En este tipo de ecuacion al encontrar los valores de x y sustituirlos en la ecuacion te dara
el resultado, es decir, cero.
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Ecuaciones cuadraticas completas

Cuando las ecuaciones tienen la forma ax? + bx + ¢ = 0 y sus coeficientes a, b y ¢ son
diferentes de cero se llaman ecuaciones cuadraticas completas. Para resolverlas y
encontrar sus soluciones se puede utilizar uno o varios de los siguientes métodos:

e Factorizacion directa
e Completar el cuadrado
e Por medio de la formula general

El método de solucion por factorizacion es el mismo que se utiliza para resolver las
ecuaciones incompletas mixtas, pero aqui la factorizacion no es por facto comun, sino
como el producto de dos binomios.

Ejemplo

Si se sabe que al multiplicar la edad de Vanessa por 15 le faltan 100 anos para que sea
igual al cuadrado de su edad actual, ;Cuantos afios tiene?

Se considera que la edad de Vanessa es x
Se traduce el enunciado al lenguaje algebraico y se tiene:
15x + 100 = x?
Se iguala la ecuacién a O:
x2—15x—100=0
Se factoriza el trinomio del primer miembro:
(x—20)(x+5) =0

Se utiliza la propiedad del producto cero y se despeja la variable en cada uno de
los factores:

x—20=0 x+5=0

x1=20 x2=_5

Las soluciones de la ecuacion cuadratica son: x; =20y x, = =5

Para responder a la pregunta del problema, la solucion x = —5 no es posible, pues una
edad no puede ser negativa. Asi la solucion correcta es que Vanessa tiene 20 afios.

Una ecuacion cuadratica completa no siempre puede resolverse por factorizacion porque
no todos los trinomios son factorizables; sin embargo, se puede modificar el termino
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independiente a partir de los valores a y b de los términos cuadratico y lineal,
respectivamente, para resolver un trinomio cuadrado perfecto.

De este modo se puede obtener las soluciones de la ecuacion inicial.
Ejemplo

Dos autos parten de un mismo punto. Uno viaja hacia el norte y el otro hacia el este. Si el
auto que se dirige al norte recorre 30 km y la distancia entre los autos es del doble de la
recorrida por el que viaja al este mas 10 km, ;Qué distancia hay entre los dos autos?

Como las direcciones en que viajan los autos son perpendiculares, se pueden
representar sus recorridos y la distancia entre ellos con un triangulo rectangulo,
como se muestra en la figura.

LA\

2x+10

30

X
Es posible calcular la distancia entre estos autos utilizando el teorema de Pitagoras:

x% +30% = (2x + 10)?
Se desarrolla el binomio, se iguala a cero y se reducen termino semejante:
x? +30% = 4x% + 40x + 100
3x240x — 800 =0

Se obtiene una ecuacion de segundo grado que puede ser resuelta con el método de
completar el Trinomio Cuadrado Perfecto (TCP).

Dado que el primer término no tiene raiz cuadrada se divide toda la expresion entre
el coeficiente de x2, en este caso 3, y se simplifica:

, 40 800
X“t—=x——=

3 3

Para completar el TCP, el término independiente se pasa al segundo miembro de la
ecuacion:
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., 40 _ 800
X - X =—
3 3

Se obtiene la raiz del primer término:

N

Se divide el segundo término entre el doble de la raiz del primero:

33X 40x 20
2x  6x 3
Se suma el cuadrado del término obtenido en el paso anterior en ambos miembros

de la ecuacion:

2, 40 +(20)2__800+<20>2
TR T3

Para resolver la ecuacion resultante primero se factoriza el primer miembro, que
corresponde a un TCP, y se simplifica el segundo miembro:

20\% 2400 400
(x+—) - =

3 9+9

( 4_20)2__2800
*T3) T

Finalmente se resuelven las operaciones:

20 2800

2800 20
Xx=4 |—-=
9 3

Para obtener las soluciones de la ecuacion cuadratica se consideran los dos casos
siguientes:

2800 20 2800 20
0= == =1097 Xy = = |55 = —2430

Se observa que se tienen dos soluciones, solamente la primera es valida para la situacion
planteada, ya que la segunda es negativa. Por lo tanto, el valor de x = 10.97 y la distancia
entre los dos autos es:

2(10.97) + 10 = 31.94 km

59 Distribucion gratuita-Prohibida su venta




Formula de solucion general

Otra manera de resolver una ecuacion cuadratica completa de la forma ax? + bx + c =0
es utilizando la solucidn de la ecuacion cuadratica general, que fue definida a partir de usar
el método de completar el cuadrado y que en resumen viene dada por:

—b + Vb2 — 4ac
x =
2a

El signo # significa que deben de considerar los dos valores, el positivo y el negativo.
El término b? — 4ac se denomina discriminante y se utiliza para verificar lo siguiente:

e Sib?—4ac > 0 la ecuacion tendra dos soluciones diferentes.

e Sib?—4ac =0 la ecuacion tendra dos soluciones iguales (la misma dos veces).

e Sib?—4ac < 0 la ecuacion no tendra soluciones en los nimeros reales seran dos
soluciones diferentes pero en los nimeros complejos.

Con esta formula del calculo de las soluciones de la ecuacion cuadratica se transforma de
un proceso algebraico a un proceso aritmético. Para utilizarla se hace lo siguiente:

e Primero se identifican los coeficientes a, by cde la ecuacion que se va a resolver.
e Después se sustituye con ellos en la formula general de solucion.
e Por ultimo, se utilizan las operaciones aritméticas para obtener las soluciones.

Ejemplo
Resolver la ecuacion x2 — 5x + 6 = 0 utilizando la formula general.
Se identifican los valores de a, by c:
a=1b=-5yc=6

Se sustituye con los valores en la formula general de solucion de las ecuaciones
cuadraticas:

—b +Vb? — 4ac
x =
2a

_—(=5) /(=52 —-4(1)(6)
a 2(1)

5++v25-24
2

_5+V1
2

X =

X
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5+1
YT

Para obtener las soluciones se consideran los dos casos siguientes:
5+1 5-1
Xy =—5— Xy = ——

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacion cuadratica son:

xg =3 X, =2

C

Realiza las siguientes consignas:

e Observa las formas de las siguientes ecuaciones y escribe en la linea el tipo de

ecuacion que representan.

e Después, une con una linea cada forma con las ecuaciones, de la parte posterior,

que las ejemplifican.

e Calcula los valores de x de las ecuaciones cuadraticas incompletas considerando

si son puras o mixtas.

o ax’+c=0 o ax’+bx=0

e 3x*-12x=0 e x*-25=0
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Utiliza la formula de solucién general para resolver las siguientes ecuaciones cuadraticas.

e 3x2—-5x+1=0 e x’+x+1=0
—b + Vb2 —4ac —b + Vb2 —4ac
X = x =
2a 2a

Problemario
Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

Ecuaciones cuadraticas incompletas

e 3x*-75=0
e 1Ix?+125x =0
e x*-36=0

Ecuaciones cuadraticas completas

e Entuescuela necesitan una banqueta con un area de 540 m? alrededor de un jardin
rectangular que mide 34 x 50 m ;Cual es el ancho que se debe tener la banqueta?
e x’+3x+2=0

Ecuaciones cuadraticas para aplicar formula de solucion general

o X’ —4x+4=0
o x’4+4x=0
o x2-18=0
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Auto
evaluacion

Indicadores iPuedo lograrlo? iTengo dudas?

Reconozco cada uno de los elementos de
la grafica de una ecuacion de segundo
grado.

Puedo graficar correctamente una
ecuacion cuadratica.

Logro diferenciar una  ecuacion
incompleta pura y una ecuacion
incompleta mixta.

Puedo resolver ecuaciones de segundo
grado incompletas puras.

Soy capaz de resolver ecuaciones de
segundo grado incompletas mixtas.

Resuelvo ecuaciones cuadraticas
completas por cualquiera de los
métodos.

Recuerdo las reglas para resolver las
ecuaciones de segundo grado por el
método del TCP.

Soy capaz de solucionar ecuaciones
cuadraticas por la formula general.

Comprendo la funcion de determinar el
discriminante.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores, refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

Matematicas profe Alex. (2018), Grafica de la funcion cuadratica o de segundo
grado. Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=6JQw45Y03Fs

Super facil (2018). Graficar funciones cuadraticas. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=gnAdna_tLK0

GeoGebra (2021), Resolucion gréfica de ecuaciones de segundo grado. Disponible
en https://www.geogebra.org/m/N9TyvDAb

Resolver (2021) Ecuaciones cuadraticas puras. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=njy2HJA_WLM

TecnoMaticas (2019) Ecuacion cuadratica pura. Efercicios. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=XtJSvrLju8Q

Math2mer (s. f.) Ecuaciones cuadraticas completas. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=EbBGlHdt2ég

IngE Darwin (2020) Ecuaciones de SEGUNDO GRADO - Completas e Incompletas /
Introduccion y Ejemplos. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=q24CrrWdBhl

Carreon D (s. f.) Formula general super facil Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=Wj4cHg80oHzI

Matefacil (2015) ;De donde sale la férmula general de segundo grado?
(Demostracion). Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=2dZM7BAs6FE
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S. Smith et al (2001) Algebra, trigonometria y geometria analitica. Ed. Pearson.
México.

Jiménez R. (2011) Matematicas I: algebra, enfoque por competencias. 2° ed. Ed.
Pearson. México.

Swokowski, E. et al. (2001) Algebra y trigonometria con geometria analitica.
México, Cengage Learning.
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Leccion 6. Desigualdades

Explorando

Escribe en los recuadros el simbolo de = (igual), < (menor que) o > (mayor que) segin
corresponda, para comparar el valor resultante en cada par de expresiones algebraicas,
considerando que x = -5.

6X + 2 5 - 2X
3X +4 7x+15
-Xx -8 -4x - 23
8x + 1 9 - 6x
-2x - 3 -x +10

Resuelve la siguiente situacion.

Un estudiante ha obtenido las siguientes calificaciones en tres examenes de
un curso en el que se encuentra inscrito: 62, 79 y 85. Si Unicamente tiene un
examen pendiente ;Qué calificacion debe obtener para que su promedio final
sea de 80 o mas, sabiendo que la nota maxima es de 100? Argumenta tu

respuesta.

\
2)
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()

(Qué son las desigualdades?

Una desigualdad, o también llamada /necuacion, es un enunciado matematico ya sea
numerico o algebracio, que permite establecer una relacion de orden para comparar dos
cantidades o expresiones algebraicas a partir del uso de los siguientes simbolos:

Simbolo ’ Significado ‘
> Mayor que . f";
2 Mayor o igual que
< Menor que ! “ ->
- “si® S5,
< Menor o igual que &=

Una manera sencilla de interpretar en la practica esta simbologia, es asociando que el
simbolo de la desigualdad siempre apunta hacia la expresion de menor valor. Lo cual
puedes corroborar con la actividad inicial que realizaste en la seccion de Explorando,
donde solo era necesario el uso de los simbolos =, < 0 >, a partir de realizar la evaluacion
correspondiente con x = -5 en cada par de expresiones algebraicas, y asi determinar cual
era mayor o menor, o en su caso, iguales. Por ejemplo, al comparar la primera pareja de
expresiones:

bx + 2 5 - 2x

Resulta necesario evaluar la expresion de la derecha:
e 6(—5)+2=-30+2=-28

Y después la de la izquierda:
e5—-2(-5)=5+10=15

De modo que, al comparar ambos valores numéricos, es posible establecer que -28 es
menor que 15, y, por tanto, la comparacion queda como:

bx+2 < 5-2x

Por otra parte, de acuerdo con la tabla de simbologia que se presentd, se aprecia la
introduccion de los simbolos < (menor o igual que) y > (mayor o igual que), los cuales
adquieren mayor relevancia al establecer un modelo matematico para resolver una
situacion problema, como las que seran revisadas mas adelante.

La estructura que define una desigualdad consta de un primer miembro, el cual se ubica a
la izquierda del simbolo de desigualdad empleado (<, <, > o =), y de un segundo
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miembro, ubicado a la derecha del simbolo de desigualdad, tal y como se muestra
enseguida:

Simbolo de

desigualdad
Prlmer d 8x +3 > —9 Sggundo
miembro miembro

Para el desarrollo de esta leccion, el tipo de situaciones que seran atendidas requeriran
del planteamiento y resolucion de desigualdades lineales o de primer grado con una
variable; y cuyo proceso de solucidn, es similar al de resolver ecuaciones lineales o de
primer grado, el cual requiere de una secuencia ordenada de pasos que conduzcan al
despeje de la variable en cuestion.

Asimismo, es necesario puntualizar que deben tomarse en cuenta al menos las siguientes
Propiedades de las desigualdades:

1. Una desigualdad no se modifica si a ambos miembros se suma o se resta una
misma cantidad.

e Por ejemplo, si a la siguiente desigualdad le restamos 10 a cada miembro,
esta se mantiene:

2x—1< 4
2x—1-10<4-10
2x — 11 < -6

2. Una desigualdad no se modifica si ambos miembros son multiplicados o divididos
por una misma cantidad positiva.
e Si en la siguiente desigualdad, se multiplica por 3 a cada miembro, también

se mantiene:
2x—1<4
3(2x—1) < 3(4)
6x —3<12

3. Si ambos miembros de una desigualdad son multiplicados o divididos por una
misma cantidad negativa, entonces el sentido de la desigualdad se invierte.
e En caso de que en la siguiente desigualdad se multiplique por -7 a cada
miembro, el simbolo de la desigualdad cambia de sentido:

2x — 1< 4
—72x - 1) > —7(4)
—14x +7 > —28

Sin embargo, antes de comenzar con la resolucion de situaciones, se debe recordar que
una desigualdad no presenta una solucion Unica, sino que existe un conjunto de valores
que satisfacen a la desigualdad inicial, y al cual nos referiremos como conjunto solucion,
el cual se puede denotar como intervalo o de forma grafica en la recta numérica de los
reales.
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La siguiente tabla muestra claramente como representar la solucion de una desigualdad,
de acuerdo con el simbolo en uso, ya sea como intervalo o en su forma grafica:

Desigualdad H Intervalo Grafica
(a' OO) —M
x>a
Intervalo infinito abierto por la izquierda a (0'0]
x<a
Intervalo infinito abierto por la derecha —00 a
[a’ OO) —M
xX=a
Intervalo infinito cerrado por la izquierda a (0'e)
(—OO, a] M—
x<a
Intervalo infinito cerrado por la derecha —C0 a
(a’ b) —H—
a<x<b
Intervalo abierto a b
[a’ b] H
a<x<bh
Intervalo cerrado a b
(a' b] —H—
a<x<bhb
Intervalo semiabierto a b
[a,b)
Intervalo semicerrado a b
(—00, )
—o < x <00 A——
Intervalo infinito abierto completamente —00 0

Como complemento de la tabla, nota que para cuando se emplean los simbolos de <y >,
el intervalo que se determina se caracteriza por el uso de paréntesis en su notacion, y los
valores extremos (aquellos que se encuentran a lado de los paréntesis) no pertenecen a
la solucion de la desigualdad. Y en la representacion grafica de la solucidn, al valor extremo
se le escribe un circulo abierto (sin rellenar).

Mientras que, para cuando se emplean los simbolos de <y >, el intervalo se caracteriza
por el uso de corchetes en su notacion, y los valores extremos (los que se encuentran a
lado de los corchetes) si pertenecen al conjunto solucion de la desigualdad; y a diferencia
de los anteriores, en la representacion grafica, al valor extremo se le escribe un circulo
cerrado (relleno).

Para cuando un intervalo requiera incluir en uno de sus extremos a infinito o, ya sea
positivo o negativo, éste debera llevar paréntesis y en la representacion grafica, una flecha.

Sin mas preambulo al respecto, revisemos a continuacion como resolver una situacion
problema a partir del empleo de desigualdades, para lo cual retomaremos la situacion
problema que se presentd al inicio de la leccion:
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Un estudiante ha obtenido las siguientes calificaciones en tres examenes de un curso en
el que se encuentra inscrito: 62, 79 y 85. Si Unicamente tiene un examen pendiente, jqué
calificacion debe obtener para que su promedio final sea de 80 0 mas, sabiendo que la nota
maxima es de 100?

Para ello, conviene establecer un plan de solucion que implique:

a) Entender el problema
b) Establecer una desigualdad y resolverla
c) Interpretar la respuesta y verificar

De manera que atender esta situacion y cualquier otra, facilite su resolucion.

a) Entender el problema @

v ;Qué trato de encontrar?
e La calificacion que debe obtener el estudiante en el examen pendiente

v’ ;Qué datos tengo?
e Las calificaciones de los primeros 3 examenes son: 62, 79 y 85
e Se desea que el promedio final sea igual o mayor a 80
e La nota maxima es 100 (no puede tener una nota mayor a este puntaje)

v ;Qué desconozco?
e La calificacion del ultimo examen

b) Establecer una desigualdad y resolverla @

v" Elijo una variable para expresar los datos desconocidos

e La calificacion del examen pendiente: x

v’ Expreso algebraicamente la relacion entre los datos conocidos y desconocidos

o El promedio de las 4 calificaciones se expresa como:

62 + 79 + 85 + «x
4

o El promedio debe ser igual o mayor a 80, por lo tanto:

62+79+85+x>
2 =

v Resuelvo la desigualdad

ePara ello, consideremos que el objetivo es despejar la variable en cuestion, que
el proceso es similar al de resolver una ecuacion lineal, y que estaremos
considerando las propiedades de las desigualdades que se revisaron previamente,
por tanto, partimos de que:
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62 + 79 + 85 + «x
> 80
4
e Reducimos términos en el primer miembro:

226 + x
=
4

e Multiplicamos ambos miembros por 4 y reducimos:

4 (226 + x) > 4(80)

226 +x = 320
o Restamos 226 en ambos miembros y reducimos:
226 +x — 226 > 320 — 226

x =94
Concluyendo asi con la desigualdad.

¢) Interpretar la respuesta y verificar @

e Tomando en cuenta que la variable x representa la calificacion del examen
pendiente, se deduce que el estudiante requiere una nota igual o mayor a 94 si
desea que su promedio final sea de 80 0 mas.

e Considerando que la nota maxima que se puede obtener es de 100, entonces se
determina que el intervalo solucion a esta situacion corresponde al intervalo
cerrado: [94,100] el cual nos dice que debe obtener como minimo un 94 y como
maximo un 100.

e Aunque no es requisito de la situacion, la representacion grafica sobre la recta
numérica quedaria como:

OO0
94 100

e A modo de verificacion, si consideramos que la nota minima es de 94, entonces

- el promedio se determina por:

62 + 79 + 85 + 94 320
4 T4

=80
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Cumpliendo absolutamente con la condicion del problema, lo que nos lleva a considerar
también, que entonces si se obtiene una nota por encima de 94, el promedio sera superior
a 80 y se continta satisfaciendo con la desigualdad.

Revisemos ahora, una situacion nueva:

e Don Alonso prometio llevar a sus nietos Lucia y Lorenzo
a un parque de diversiones, con la condicion de que entre
ambos ahorren $1,300 o0 mas. ;Cuanto debera ahorrar al
menos cada uno, si Lucia se comprometio a ahorrar el
doble de lo que ahorre su primo Lorenzo mas $70?

Retomando el plan de solucion implementado en el ejemplo anterior, se tiene entonces:

a) Entender el problema @

v ;Qué trato de encontrar?

e La cantidad de dinero que deben ahorrar Lucia y Lorenzo

v’ ;Qué datos tengo?
¢ Entre los dos deben ahorrar al menos $1,300

e Lucia ahorrara el doble de lo que ahorre Lorenzo mas $70

v ;Qué desconozco?
e La cantidad de dinero que debe ahorrar Lorenzo

e La cantidad de dinero que debe ahorrar Lucia

b) Establecer una desigualdad y resolverla @

v" Elijo una variable para expresar los datos desconocidos

e El dinero que debe ahorrar Lorenzo: x
¢ El dinero que debe ahorrar Lucia, considerando que debe ser el doble que lo de
Lorenzo mas $70: 2x + 70

v’ Expreso algebraicamente la relacion entre los datos conocidos y desconocidos

o El ahorro que deben realizar ambos nietos se expresa como: x + 2x 4+ 70
e Como entre los dos deben ahorrar $1,300 o mas, por lo tanto:

x+2x+70=1,300
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v" Resuelvo la desigualdad

e Como el objetivo es despejar la variable en cuestion y que se deben considerar
las propiedades de las desigualdades, se parte entonces de:

x+2x+702>1,300
e Reducimos términos en el primer miembro:
3x+70>1,300

e Restamos 70 en ambos miembros y reducimos:
3x +70-70>1,300—-70

3x = 1,230

¢ Dividimos ambos miembros por 3 y reducimos:

3x 1,230
>

3 3
x =410

Concluyendo asi con la desigualdad.

¢) Interpretar la respuesta y verificar @

e Tomando en cuenta que la variable x representa el dinero que debe ahorrar
Lorenzo, se deduce entonces que él debe ahorrar por lo menos $410.

e Con base en lo anterior, y como Lucia se comprometio a ahorrar el doble de lo
ahorrado por Lorenzo mas $70, entonces la cantidad minima que ella debe ahorrar
queda determinada por:

2($410) + $70 = $890

e Considerando que el ahorro de ambos estard en funcion de lo que ahorre
Lorenzo, entonces se tiene que el intervalo solucidon al problema corresponde al
intervalo infinito cerrado por la izquierda [410, «)

e Sise desea representar el intervalo solucion en su forma grafica sobre la recta
numérica, éste quedaria como:

—M

410 o0

e A modo de verificacion, si consideramos que la cantidad minima a ahorrar por
Lorenzo es de $410, entonces la situacion del ahorro queda determinada por:

410 + 2(410) + 70 = 410 + 820 + 70 = 1,300
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Satisfaciendo con la condicion del problema, lo que nos lleva a considerar también, que
entonces si Lorenzo ahorra mas de $410, consecuentemente Lucia ahorrara el doble mas
$70, y con ello se estara sobrepasando los $1,300 que como minimo, su abuelo les pidio
que ahorraran para que los llevara al parque de diversiones.

C

Resuelve las siguientes desigualdades y elije el intervalo solucion que responde
correctamente cada situacion.

8—-2x
5

) ) ) (] 9 [2.)

1. <2(4x —1)

Considera para este ejercicio:

e Efectuar la multiplicacion para prescindir de los paréntesis
e Despejar la variable x, aplicando las propiedades de las desigualdades
e A partir de la solucion, plantear el intervalo solucion

4 N

. J
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a) (=5,22] b) [-22,5) ¢) [-5,22)

Considera para este ejercicio:

o El objetivo es despejar la variable x, la cual se encuentra al centro de la

desigualdad.

e Al aplicar las propiedades de las desigualdades, las operaciones a realizar
deben aplicarse en las tres partes de la desigualdad: la izquierda, el centro
y la derecha.

e Altener despejada la variable, plantea el intervalo solucion.

4 )

N /

Soluciona la siguiente situacion a partir del planteamiento y resolucion de desigualdades,
apoyate de la tabla como guia para encontrar las soluciones:

e En vuelos nacionales de cierta aerolinea, los pasajeros pueden
documentar equipaje con un peso acumulado de hasta 25 kg. Si una
persona lleva dos maletas y una de ellas es 6 kg mas pesada que la
otra. ;Cual es el mayor peso que puede tener la maleta mas liviana?

Guia para el desarrollo Desarrollo

(Qué trato de encontrar?

¢Qué informacion tengo?
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(Qué desconozco?

Elije una variable para expresar los datos
desconocidos.

Expresa algebraicamente la relacion entre
los datos conocidos y desconocidos,
utilizando el simbolo de desigualdad
pertinente.

Despeja la variable, utilizando las
propiedades de las desigualdades.

Interpreta tu resultado, ;qué significa el
valor encontrado para la variable en
cuestion?

Expresa la conclusion de la situacion
planteada.

Problemario

Si deseas segquir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

e Un estudiante se ha propuesto obtener como promedio final una nota
entre 8.5y 9.5. Si las calificaciones que obtuvo en 4 asignaturas de las 5
que cursa son: 9.6, 7.0, 8.1y 9.5. ;Cual es la calificacion minima que debe
obtener el estudiante en la quinta asignatura para cumplir con su

objetivo?

e Se tienen $480 para comprar dos tipos de uva. Si la uva verde tiene un
precio de $120 el kg, mientras que el precio por kg de uva roja es de $90.
iCuantos kg como maximo hay que comprar de uva verde para no
exceder el presupuesto, si se impone la condicion de que la cantidad a
comprar de uva roja sea el doble que la cantidad a comprar de uva verde?
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Auto
evaluacion

i Soy capaz de expresar el conjunto solucion de una
. desigualdad lineal con una variable, mediante un
. intervalo y en su forma grafica.

rlndlcadores __________________________________ T(,Puedolograrlo?T(,Tengodudas?'
T, et s e ._.,_._..i_ ................................ 1_ ............................. |
' Entiendo que es una desigualdad o inecuacion ! g g
: lineal con una variable.
rComprendolaspropledadesdedemgualdadesyr ................................ T ............................. ,
' su relevancia al momento de resolver una
i desigualdad lineal. i i i
rComprendo ..... IR e mtervaloparaT ................................ T ............................. ,
' representar el conjunto solucion de una | :
i desigualdad lineal. i i i
| E_c')_rﬁ'ﬁt_'é'r_\'c_l'c_)'_i_a_Fé_ﬁFéé_éﬁf_ei}i]a'r_1'_éf_él_ffé_é_'EH_'l_é_'Fé'c_:'t_;gT ................................ T ............................. ,
. numérica, del conjunto solucion de una i
i desigualdad lineal. i i i
Identifico los datos y variables que intervienenen : P |
' una situacion problémica que se resuelve por | i
i medio de desigualdades lineales con una variable. ! i i
rPuedoplantearyresolverlademgualdadlmealr ................................ T ............................. ,
' con una variable que permite resolver una :
| situacion problema. i i :
U, L —— L — ;

L
' En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas en alguno de los |nd|cadores refiere
- el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

Referencias

Soluciones Problemas. Inecuaciones de primer grado. Disponible en:
https://solucionesproblemas.com/inecuaciones-de-primer-grado/

Matemovil, Inecuaciones de primer grado, ejercicios resueltos. Disponible en:
https://youtu.be/aAsD-aPY-YM

Profe AlexZ, Problema inecuaciones. Disponible en https://youtu.be/OrfyGBriRé6M
Umaximo, Problemas de inecuaciones lineales con racionales. Disponible en
https://youtu.be/KOmARrXjM2o

Cano, P. (2014). Asomate a las matemadticas aplicadas. México: Editorial Progreso.
Cuéllar, J. (2010). Algebra. Segunda Ed. México: McGraw Hill Educacién.

Garza, B. (2014). Algebra. México: Pearson.

Kaufmann, J. & Schwitters, K. (2013). A'lgebra. 8° Ed. México: Cengage Learning.

Imagenes tomadas de:
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https://www.klipartz.com/

www.canva.com
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Leccion 7. Resolucion de tridangulos rectangulos

Explorando

Selecciona la respuesta correcta.
1. Un tridngulo rectangulo tiene un angulo recto:

a) Menor a 90°
b) Igual a 90°
c) Mayor a 90°

2. De los siguientes triangulos ;cual pertenece a un triangulo rectangulo?

a) b) c)

3. En todo tridngulo rectangulo el cuadrado de la hipotenusa es igual a:
a) La suma de los cuadrados de los catetos.
b) La diferencia de los catetos.
c) El producto de los cuadrados de los catetos.

4. Del siguiente tridngulo la hipotenusa esta representada por la letra:
a) a
b) b a

cc

C

5. Del siguiente tridngulo los catetos estan representados por las letras:

a) ayc
b) byc c
c) ayb
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omprendiendo

Resolucion de tridngulos rectangulos

Los tridngulos, estan formados por 3 lados y
Hipotenusa . . ..

3 angulos. Asimismo, los triangulos
l/ rectdngulos se llaman asi por tener un

angulo recto (90°) entre sus catetos.
Cateto Los lados y angulos del triangulo rectangulo
tienen una serie de relaciones entre ellos,
las cuales nos van a ayudar a calcular las

medidas de los elementos que no
Cateto conozcamos.

Teorema de Pitagoras

La resolucion de tridngulos rectangulos, cuando se conocen dos lados es mediante el
Teorema de Pitagoras, que establece que el cuadrado de la longitud de la hipotenusa es
igual a la suma de los cuadrados de las respectivas longitudes de los catetos.

Para obtener la hipotenusa es necesario
despejar c de la siguiente manera:

Hipotenusa

/ c2= 3% +h?

Cateto

c=+a? + b?

Cateto De dicho teorema se puede afirmar que:

En todo tridangulo rectangulo el cuadrado de un cateto es igual a la diferencia de los
cuadrados de la hipotenusa y del otro cateto.

Para obtener la medida de los catetos es necesario despejar a o b segun sea el caso.

Despeje de “@” Despeje de “ b“
c?2= a? +b? c?2= aZ +b?
a? + b? =c? a? + b% =c?
a’? =c? - b? b? =c?-a?
a=Vc2-b2 b=vVc?-az
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Ejemplos:

c=? c=10cm c=10 cm
a=6 cm a=? a=6cm
b=8cm b=8 cm b=?
¢t =ate b? a=\c2-b? b=V - a2
c=Va?+ b? a= V107 - b= v 102 -
a= vV 100 - be T80 =
-G8 a= V36 !
b= 64
c= V 36 +
e VT egam

Razones trigonométricas

Se establecen entre dos lados de un tridngulo rectangulo en relaciéon con cada uno de
sus angulos agudos (miden menos de 90°). También se les conoce como funciones
trigonométricas.

Son seis y se pueden establecer para
cualquiera de los dos angulos agudos en un
triangulo rectangulo, tres son fundamentales
y tres son reciprocas. Estan dadas por los FUNDAMENTALES
catetos y la hipotenusa, mismas que se sen - seno
utilizan en la resolucion de tridngulos cos = coseno

. tan (tg) = tangente
rectangulos, apoyadas por el 7eorema de

Funciones trigonométricas

Pitdagoras.

. . RECIPROCAS
Las razones trigonometricas podemos con - seno
utilizarlas cuando conozcamos un lado y un cos = coseno
angulo y nos pidan calcular cualquier otro tan (tg) = tangente

lado o angulo.

Se representan de la siguiente manera:
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a = cateto adyacente
o
)
Y
2

b = cateto opuesto
Angulo Q

sen Q = b = cateto opuesto
C hipotenusa

cos Q = a = cateto adyacente

C hipotenusa

tan Q = b = cateto opuesto

a cateto adyacente

cot Q = a = cateto adyacente
b cateto opuesto

sec Q = ¢ = hipotenusa

a cateto adyacente

csc Q = ¢ = hipotenusa

b cateto opuesto

Ejemplo:

a = cateto opuesto

b = cateto adyacente

Angulo R:

sen R = a = cateto opuesto
C hipotenusa

cos R = b = cateto adyacente
C hipotenusa

tan R = a = cateto opuesto
b cateto adyacente

cot R = b = cateto adyacente
a cateto opuesto

sec R = ¢ = hipotenusa
b cateto adyacente

csc R = ¢ = hipotenusa

a cateto opuesto

Maria estd volando su cometa y le gustaria saber

qué altura alcanza. La sombra de la cometa
comienza a sus pies y termina a 8 metros. El
angulo que forma el cable con el suelo es de 45°

(A qué altura se encuentra la cometa?

Dado que el dato a localizar es el cateto opuesto
del angulo a, la funcion trigonométrica que se
utiliza es la tangente o cotangente porque se

cuenta con el valor del cateto adyacente y el valor

del angulo a.

81

Distribucion gratuita-Prohibida su venta




Identificacion de datos Operaciones Resultado
a =45° tan o= cateto opuesto La altura a la que se
_ cateto adyacente encuentra la cometa es
Cateto adyacente =8 m .
aproximadamente, 8 m.
x=7?
. X
X “representa al cateto tan 45° = 3
opuesto” x = (8)(tan45°)
x = (8)(1)
x =8m

Recuerda que los tres angulos de un triangulo rectangulo suman

entre ellos 180°.

C

Resuelve los siguientes ejercicios

1. Calcula la altura que podemos alcanzar con una escalera
de 4 metros apoyada sobre la pared si la parte inferior la
situamos a 90 centimetros de ésta.

Identificacion de
datos

Operaciones

Resultado

a=\ c2- b2
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2. Del siguiente triangulo rectangulo se conocen sus dos catetos: uno mide 9 my el
otro mide 12m. Calcula la hipotenusa y los angulos a y .

Apoyo.: Una vez identificado el valor de la hipotenusa se puede utilizar cualquier funcion
trigonometrica para encontrar los angulos solicitados, ya que se conocera el valor de los
tres lados del triangulo rectangulo, para este ejercicio se propone utilizar la funcion de
seno.

Identificacién de Operaciones Resultado
datos

c?2=a?+ b?

c= a+ b?

sen B= a/c
Despejando la
formula queda:
B=sen'(a/c)

sena=b/c
Despejando la
formula queda:
a =sen”'(b/c)
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3. Utiliza la siguiente figura para determinar el cateto que se pide en cada inciso:

C

1) a=24, c=25

2) b=6, c=8

3) a= V16, c=8

Resultado:

Resultado:

Resultado:

Problemario

Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

1. Al atardecer, un arbol proyecta una sombra de 4 metros de
longitud. Si la distancia desde la parte mas alta del arbol al
extremo mas alejado de la sombra es de 6.5 metros, jcual

es la altura del arbol?
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2. Halla el valor de la hipotenusa del triangulo que se muestra, segun los datos
proporcionados en cada uno de los incisos.

Formula del Teorema de Pitagoras

c?2= a? +b?

a=12, b=9 2)a=3,b=6 3)a=3,b=7

W AUto- 5
evaluacion
XV

[ s e

i Indicadores i ¢{Puedo lograrlo?

'_ ............................. ._' ___________________ ' ____________________________________
: Reconozco un triangulo rectangulo.

'_
' Identifico los catetos y la hipotenusa en un
' triangulo rectangulo.

grSoy capaz de diferenciar entre un cateto opuesto

| y uno adyacente.

r .l ’,
' Resuelvo problemas de triangulos rectangulos
' con razones trigonométricas.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

Razones Trigonométricas en el Tridngulo Rectangulo Ejercicios Resueltos Nivel 1.

(2015, 12 octubre). YouTube. Recuperado de:
https://www.youtube.com/watch?v=rj0kkRM-JsM (consultado el 30 de septiembre
de 2021).

TEOREMA DE PITAGORAS Super Facil - Para principiantes. (2020, 13 julio).
YouTube. Recuperado de: https://www.youtube.com/watch?v=eTEBvBIz80k

(consultado el 27 de septiembre de 2021).

Referencias

Calculo.cc (s.f.). Ejercicios resueltos de razones trigonométricas de un angulo
agudo. Ejemplos resueltos.
https://calculo.cc/temas/temas_trigonometria/trigonometria/problemas/p_razone
s.html (Consultado el 30 de septiembre de 2021).

Strathern, P. (s. f). Pitdgoras y su teorema. Google Books.
https://books.google.com.mx/books?id=MDK9AwWAAQBAJ&printsec=frontcover&dq
=teorema+de+pitagoras+libros&hl=es-419&sa=X&ved=2ahUKEwic5YG-
g57zAhVQu54KHa0CChAQ6AF6BAgKEAI#v=0nepage&q&f=false (Consultado el 27
de septiembre de 2021,)

Imagenes tomadas de:

https://canva.com/
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Leccion 8.Resolucion de triangulos no rectangulos

Explorando

Relaciona los conceptos segun correspondan.

Son triangulos que tienen al menos un o 180 grados

angulo recto dentro de sus angulos

internos.

Se definen como triangulos oblicuangulos o Triangulos rectangulos
cuando.

Observa los siguientes tridngulos, identifica las diferencias y escribelas.

(1) (2)
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El triangulo oblicuo

De acuerdo con lo que aprendiste en la leccion anterior un triangulo rectangulo se
caracteriza por tener un angulo de 90 grados que le da ciertas caracteristicas y
propiedades. Gracias a las propiedades de un triangulo rectangulo es muy facil encontrar
los valores de sus lados, ya sea usando el Teorema de Pitagoras o aprovechando sus
angulos a través de la relacion de sus lados, para ello se emplean las funciones
trigonométricas seno, coseno, tangente, cotangente, secante y cosecante, de esta forma
se pueden encontrar lados o angulos faltantes.

En esta leccion aprenderas acerca de los triangulos oblicuos. Un triangulo no rectangulo
es un triangulo conocido como oblicudngulo y es aquel en cuyos angulos internos no hay
angulos que midan 90 grados.

En el caso de un triangulo oblicudngulo debes utilizar la Ley de senos y la Ley de
cosenos.

Ley de senos

a b _ ¢

senA senB sen C

Ley de cosenos

a’=b?+c?-2hccos A B
b?=a?+c? - 2ac cos B /\
c’=a?+b%?-2abcosC A 5 C

[Ambas leyes aplicadas a un triangulo oblicuangulo.

Si en los tridngulos oblicuangulos, los angulos internos son agudos, es decir menores de
90 grados, se denominaran tridangulos oblicuangulos acutangulos ; pero si tienen entre
sus angulos uno que sea mayor de 90 pero menor a 180 grados se les llamara triangulo
oblicudngulo obtusangulo, y en cuyo caso se hace el siguiente ajuste a las leyes:

sen © = sen (180 - ©) y cos ©=-cos (180 - ©)

Por ejemplo si 6= 120° tenemos que:
sen 120° = sen (180° - 120°)= sen 60° = 0.8640
cos 120° = - cos (180° - 120°) = - cos 60° = - 0.5000
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Ejemplo de problema

En las orillas opuestas de un rio se situan dos puntos A
y B. En la orilla donde esta situado el punto A, se
determina un segmento de recta AC= 275 m y se miden
los angulos CAB= 125°40’ y ACB = 48° 50'. Encontrar la
longitud de AB.

Recuerda que la suma
interna de los angulos de
cualquier triangulo es 180°

Para poder ir comprendiendo como vamos a resolver el tridngulo en cuestion,
aplicaremos esta regla de la suma de los tres angulos internos del triangulo ABC, por lo
tanto, se plantea lo siguiente:

dngulo A + angulo B + angulo C =180°
Despejando el angulo B

angulo B = 180° - angulo C - angulo A o también podemos representarlo de la siguiente
manera solo colocando el angulo B =180° - C - A =180° - (C + A), pues solo aplicamos
una propiedad asociativa.

B =180° - (C+A)
= 180° - (48°50’ +125°40")
= 180° - (173°90")
= 180° - 174°30’
= 179°60" - 174°30°
= 5°30

Entonces:

bsenC _ 275mxsen (48°50') _ 275mx0.7528
senB sen (5°30) 0.0958

AB=C= =2160m

Siendo 2160 m la distancia buscada.

Recuerda que:

e La suma interna de los angulos de cualquier triangulo es
180°.

e Las funciones trigonométricas son seno, coseno,
tangente, cotangente, secante y cosecante.

e Los tridngulos tienen muchas aplicaciones en la vida
practica a partir de sus propiedades.
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C

Completa los datos de la tabla y realiza el procedimiento necesario para encontrar el
valor del lado b.

Recuerda que para encontrar el lado b necesitas tomar dos de las relaciones de la ley de
senos.

Lado a= Angulo A=
Lado b= Angulo B=
Lado c= Angulo C=
Utiliza la ley de cosenos @ . b . ¢
senA senB sen C c

30°

a 10u

120°
30°

10u

. a b c
Encuentra los valores de los datos que faltan utilizando la ley de senos = =
senA senB sen C

Recuerda que el valor de C es calculado a partir de la suma interna de los dngulos de un
triangulo que da como resultado 180°, entonces, angulo C = 108° - (dngulo A + angulo B).

Lado a= Angulo A= | 15°
Lado b= Angulo B= | 65°
Ladoc= | 50 cm Angulo C=
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Problemario
Si deseas seguir practicando puedes resolver el siguiente ejercicio.

Un barco que navega directamente hacia
el Este. Se observa un faro con una
orientacion N 62°10’ E, cuando el barco ha
recorrido 2250m, la orientacion del faro
es N 48°25 E. Si el barco continua
navegando sin alterar su rumbo, ;Cual
serad la menor distancia a la que pasara

Faro (F)

del faro?
Auto
evaluacién

S e S .
i Indicadores i ¢Puedo lograrlo? | ;Tengo dudas?
gr'ﬁ_é_ti_ci}i_b_i_cia_'15;_'_d_i'fé_l"_é_h_t‘:_igg_'EHEFE'_'l_b_é_'_'t_r'igﬁéal_c');gr ................................. r ............................. 1
i rectangulo y los triangulos oblicuos. i i i
i_._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._.;._._._._._._._._._._._._. ..................... |_ ................................. 1_ ............................. .|
' Puedo distinguir las formulas propias de los | i i
i tridngulos oblicuos para la solucion de sus i i
. elementos.
R —— S N, IS, i
' Entiendo las aplicaciones de la solucion de | i i
i tridngulos no rectangulos en la vida cotidiana a | i ;
- partir de la relacion de sus lados y sus angulos. | :
......................................................................................... S S —

rComprendo que puedo utilizar las propiedades de !
los tridngulos, como el manejo de la suma dei
angulos internos de un tridngulo o la aplicacion de
la ley de senos o cosenos para hallar los
elementos faltantes ya sean lados o angulos para |
resolver problemas trigonométricos.

el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Leyde Senoy Coseno, Ejemplo 1. Solucionar el triangulo. Disponible en:

e https://www.youtube.com/watch?v=SbFetGnLdr8

e Resolucion de triangulos oblicuangulos utilizando la Ley de Senos. Disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=8_-ktd9QKKI

e Ley de Cosenos, Resolucion de Tridngulos Oblicuangulos (Encontrar 3 angulos).
Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=SfUldTXOL9s

Referencias

e Swokowski, E. (1985) Algebra y Trigonometria con Geometria Analitica.

e Garza, B. (2000). Geometria y Trigonometria, primera edicion. Cuarta reimpresion.
Editorial DGETI.

e Ayres, F. (1982), Trigonometria Plana y Esférica, Primera Edicion, Editorial Mc
Graw Hill.
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Leccion 9. La recta

Explorando

Realiza lo que se indica y contesta las preguntas.

-2 -1 0 1 2 3 4 5

- X

1. Localiza las siguientes coordenadas:

a) lglesia ( )
b) Tienda (.)
c) Escuela ()
()
()

d) Parque

e) Renta de bicicletas
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2. Traza rectas uniendo los siguientes puntos en el plano cartesiano:
a) Del punto tienda al punto parque.
b) Del punto Iglesia al punto renta de bicicletas.

c) Del punto tienda al punto escuela.

3. iCual es la pendiente que hay de la linea recta que une los puntos tienda y parque?

a) 1 b) 1 c) -6 -

4. Calcula la pendiente de la recta que une los puntos iglesia y renta de bicicleta.

a) 1 b) = c) -6 d)

5. Sefala los elementos necesarios para determinar la ecuacion de una recta.
a) Pendiente b) Punto c) Plano d) Ordenada

en el origen

La linea recta es un lugar geométrico determinado por un conjunto de puntos infinitos,
donde a cada uno de ellos les corresponde un par de coordenadas (la abscisa y la
ordenada).

A Y = ordenadas

A

" x = abscisas

v

Cualquier punto de una recta y sus respectivas coordenadas se simbolizan de la siguiente
manera:

P(x,y)

Como ya sabemos, si se toman 2 puntos cualesquiera de una recta se obtendra siempre la
misma pendiente.
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Pendiente y angulo de inclinacion

La pendiente de una recta esta determinada por el cambio en la distancia vertical (y, —
y,) dividida entre el cambio en la distancia horizontal (x, — x;), la cual se representa con

la siguiente formula:

N
Py(x1 —y1)
— (J/z—J’1) donde
(x2—x1)
Py (x Vi— Y2 Py(xz — y2)
Py (x2 = y2)
\ J
X1 — X3
< >

v

Tipos de pendiente

Pendiente de la Angulo de Tipo de recta Ejemplo
recta inclinacion
0°<0<
Positi . Crecient
ositiva 90" (Agudo) reciente
90° < 6 < 180°
Negativa (gbtuf:.o) Decreciente
A
6 = 0’0 bien 9 = _ —
Cero o Horizontal «—F>
180
v
Indefinida 6 =90’ Vertical

95
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La inclinacion de una recta es el angulo que se forma entre la recta y el eje

mide en sentido contrario de las manecillas del reloj.

Como m = tang 6 A

/ \ Y J

X", este se

V1= Y2
Cateto opuesto

x1 — x, —> Cateto adyacente

»

A

v

Cateto opuesto _ Y,—y;

Entonces en el tridngulo: m = tang 8 =

Cateto adyacente Xp—X1

Ejemplos

»

De acuerdo con el “croquis de mi ciudad”, se desea encontrar la pendiente y angulo de

inclinacion entre los puntos: Oxxo (A) y Plaza (B).
Datos:
A(-1,1)

X1, V1

B(7-2)

X2,Y2

Para obtener la pendiente

Férmula: = Qa2
(22— x1)

o _ (=2)-(1))
Sustituimos = )
Aplicamos leyes de los signos =2

p y g 7D
Simplificamos m= _—; Pendiente
Para obtener el angulo de inclinacion
Formula: tang 6 =m
Sustituimos tang 6 = _—83
Despejando 6 6 = tang™?! (%3)
Aplicando la funcidn 6 = —20.55°

tangente inversa

Como 0 < 0, entonces 6 = 180° — 22.55°
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se resta el valor encontrado

a180°

Ecuaciones de la recta

0 = 159°26'28"

La ecuacion de una linea recta se puede expresar de diversas formas, a continuacion, se
muestra un diagrama con el nombre de la ecuacion, la formula, datos necesarios para
obtener la ecuacion y grafica.

Nombre

Punto-pendiente

Férmula

y—y1 =m(x —xq)

Se necesita
m = pendiente

(1 —y1) =
coordenadas de un
punto

Grafica

X
y'({pyl)
| - X

/I

»

Pendiente- y=mx+b m = pendiente y
ordenada en el b = ordenada en el ‘R
origen . . .

origen (interseccion
de larectaconel eje >
iy " I X
y

Simétrica x " Y _ 1 a = interseccion de | ¥

a b la recta con el eje b

“X”
b = ordenada en el
origen (interseccion rés
de larecta con el eje X
ily”

Cartesiana Y™ _ Y27V (- y)=

X — X1 Xy —Xq

coordenadas punto
1

(x2 —y2) =
coordenadas punto

2

k

A
(7

,/(xz,h) X

La féormula general de la recta Ax + By + C = 0, se exprese y desarrolla de la siguiente

manera:

97

Ax+By+(C=0
con A+0,B#0,C#0
queda Ax +By+C =0
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Despejando y, tenemos:

By =—-Ax—-C
_ —Ax—C
Y="%
y = ;x —% Esta ecuacion corresponde a la forma y = mx + b, en donde
la pendiente es m = —g y la interseccion con el eje “y" es b = —%.

Por lo tanto, podemos decir que la forma general de la recta la podemos representar en
otras formas de ecuacion y a su vez de cualquier forma de ecuacion a forma general.

Ejemplo 1: Encontrar la ecuacion de la recta que pasa por el punto A (3,4) y su pendiente
es ; y traza la recta que le corresponde.

Solucion

Datos Punto A (3,4), pendiente m = g

Formula y—y; =m(x—xq)

Sustituimos A (3,4), donde x; = 3y y; = 4 y pendiente m = g

y—y1=m(x —x)
y-4=3(x-3)
Multiplicamos por 3 ambos miembros 3(y—4) = %(x -3)(3)
Se dividen los numeros 3 3(y—4) = g(x -3)(3)
en el miembro derecho 3(y —4) =2(x—3)
Se aplica propiedad distributiva 3y —-12=2x-6
en ambos miembros
Igualamos a cero la ecuacion
pasando los términos del 3y—12—-2x+6=0

miembro derecho al izquierdo

con signo contrario.

Ordenamos y multiplicamos —2x+3y—6=0
por -1 para cambiar el signo de (-D(—2x+3y—-6=0)
los términos. 2x—=3y+6=0

Asi obtenemos la ecuacion
de la recta en su forma general. 2x—3y+6=0

Trazo de la recta en el plano cartesiano:
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Despejamos la variable y, pasando los 3y =2x+6

términos de la variable x y la constante

del otro lado de la igualdad. y = Z?x +§
. ips 2x
Simplificando y=—5+2
Realizamos una tabla y proponemos X y
3 val
valores para x 0 2
3 4
6 6
Sustituimos los valores en nuestra ecuacion y = %x + 2
x=0 y = @ +2
Realizamos las operaciones y = g+ 2
Encontramos el valor de y y=0+2=2
x=3 =294
3
Realizamos las operaciones y = §+ 2
Encontramos el valor de y y=2+2=4
3
Realizamos las operaciones y = 1?2 + 2
Encontramos el valor de y y=4+2=6
Teniendo la tabla completa, graficamos los puntos .
en el plano cartesiano. ] e
Trazamos la recta uniendo los puntos encontrados E 1

A (3,4), B (0,2) C (6,6)
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Ejemplo 2: En el CBTA 182 se tiene un tractor que inicialmente costé $600,000.00, si
sabemos que su valor disminuyé por el uso y que en 6 afios el precio del tractor se devalué
$219,000.00 pesos. ;Cual sera el costo del tractor en 10 afios?

Solucién

Primero calculamos el valor del tractor 600,000 — 219,000 = 381,000
a la fecha. Costo (y)

Graficamos para obtener los datos. 600,00 (0,600000)

381,000 (6,381000)

»
>

0 6 AfRos (x)

Como podemos observar hay dos puntos y uno de ellos P;corresponde a la ordenada en el
origen, por lo tanto, podemos usar la formula pendiente ordenada en el origen.

Datos P;(0,600000) que corresponde a b
P,(6,381000)

Calculamos la pendiente = %

Sustituimos los valores = W
m="2"2 m = 36,500

Formula y=mx+b
y = —36,500x + 600,000

Sustituimos en “x” el numero x = 10 anos

de anos en el que se desea y = —36,500(10) + 600,000

calcular el valor del tractor.

Realizamos operaciones y = —365,000 + 600,000
y = 235,000

Costo del tractor en 10 afos: $235,000.00 pesos
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Ejemplo 3: En la casa de Don Luis se desea construir una escalera, si se tiene disponible
un espacio de 5 metros para la base y 3 metros para la altura, aplica la ecuacion en su
forma simétrica para obtener la ecuacion de la recta en su forma general.

Solucion: «b
Datos: P;(5,0), P,(0,3) como sabemos
5 representa la abscisa por lo tanto a=5

y 3 representa la ordenada asi b=3.

Formula g + % =1 . | | | ) 5
Sustituimos g + % =1 i’

Encontrar el M.C.M. (5)(3) =15

haciendo la multiplicacion de los denominadores.

Multiplicamos el MCM en (35) % = 1(15)

ambos miembros. x+y=15

Igualamos a cero y esta es x+y—15=0

la ecuacion buscada.

Ejemplo 4: Encuentra la ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(-3,2) y B(5,-4).

Solucion:
Datos Realizamos operaciones.
A(-3,2) y B(5,-4) y=2 _ 6

, x+3 8
Formula Eliminamos denominadores.
Como tenemos 2 puntos utilizamos 8(y —2) =-6(x+3)
la forma cartesiana. Aplicamos propiedad distributiva.
Yy v — Yo—V1 8y — 16 = —6x — 18
e Igualamos a cero y ordenamos.
Sustituimos. 6x +8y—16+18=0

y-2 _ —4-2
x—(=3)  5-(-3) Realizamos operaciones.
Eliminamos paréntesis. 6x+8y+2=0
y=2 _ 472 Ecuacion general.
x+3 543 6x +8y+2=0
101
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C

Resuelve las siguientes situaciones utilizando la metodologia presentada para la
resolucion de ecuaciones de la recta.

En la escala Fahrenheit de temperaturas, el agua llega al punto de congelacion a los 32 °F
y al punto de ebullicion a los 212 °F. En la escala Celsius el agua se congela a los 0 °C y
alcanza el punto de ebullicion a los 100°C. Determina la ecuacion de la recta que representa
esta relacion.

Proceso Operaciones

Indica que férmula vas a usar

Sustituye valores

Realiza operaciones

Elimina denominadores

Despeja la variable

iCudl es la ecuacion de la recta?
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Ernesto trabaja en una tienda de tecnologia y computacion donde le pagan $200 pesos
diarios y le dan una comision de $120 por cada computadora vendida. Expresa su ingreso
“I” en funcion del nimero de computadoras “x” vendidas, por medio de una ecuacion.

Proceso Operaciones

Indica que férmula vas a usar

Sustituye

iCual es la ecuacion que determina el
ingreso?

Encuentra la ecuacion de la recta en cada caso y traza las rectas correspondientes.

) a=3 b=5
2) m=-2 A(0,6)

-3
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Problemario

Si deseas seguir practicando puedes resolver el siguiente ejercicio

Encuentra la ecuacion de la recta en cada caso y traza las rectas correspondientes.
3) A(4,0) m=—2
4) A(-1,3) B(54)

Auto
evaluacién

[ s T

Indicadores

......................................................... 1

iPuedo (,Tengo dudas?
lograrlo?

P ————

i
i
i
! !
............................ e ————————— ]

-
_'r
+
;Puedo identificar los elementos necesarios para !
' encontrar la ecuacion de la recta.

+

+

'_
'AplICO la metodologia para calcular cualqmer
ecuamon de la recta.

i Establezco un modelo a partir los datos obtenidos de
alguna situacion.

En el caso de que hayas respondldo “Tengo dudas” en alguno de los |nd|cadores refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Khan Academy 3° Semestre Bachillerato, Ecuacion de la recta. Disponible en:
https://es.khanacademy.org/math/eb-3-semestre-bachillerato-
nme/x4b655b3ch9bfedeb:ecuacion-de-la-recta

e Matematicas profe Alex, Pendiente y angulo de inclinacion de la recta conociendo
dos puntos. Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=sCCOChz8Qel&t=6s

e Matematicas profe Alex, Ecuacion de la recta. Disponible en:
https://www.youtube.com/playlist?list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-0Wgém2w

e Superprof material didactico, Pendiente de wuna recta. Disponible en:
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/analitica/recta/pendient
e-de-una-recta.html

Referencias

e Gilberto Orozco Mayren (2007). Geometria Analitica: teoria y sus aplicaciones.
México. Trillas.

e Swokowski / Cole (2009). Algebra y trigonometria con geometria analitica. 12°.
Edicion: Cengage Learning.

e Raymundo Acosta Sanchez (2011), Asomate a las Matematicas 3. Geometria
Analitica 1° edicion. Editorial progreso.

Imagenes tomadas de:

e https://www klipartz.com/

Planos generados en:

e https://www.geogebra.org/calculator
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https://es.khanacademy.org/math/eb-3-semestre-bachillerato-nme/x4b655b3cb9bfe4eb:ecuacion-de-la-recta
https://www.youtube.com/watch?v=sCC0Chz8QeI&t=6s
https://www.youtube.com/playlist?list=PLeySRPnY35dE1JAjLtnjoDTA5-oWq6m2w
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/analitica/recta/pendiente-de-una-recta.html
https://www.superprof.es/apuntes/escolar/matematicas/analitica/recta/pendiente-de-una-recta.html
https://www.klipartz.com/
https://www.geogebra.org/calculator

Leccion 10. Secciones conicas y circunferencia

Explorando

Observa las figuras que se muestran y escribe su nombre sobre la linea.

Elipse Parabola Circunferencia Hipérbola

Contesta las preguntas utilizando la informacion que se
proporciona.

Una rueda de la fortuna tiene un diametro de 74 m y una
altura de 78 m.

(Cual es el radio de la rueda?

(A qué altura esta el centro de la rueda?

Si una persona se ubica en la coordenada o (0, 0), ;Cual es
la coordenada del centro de la rueda?
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Definicion basica de las conicas

Se denomina seccidn coénica (o simplemente cénica) a todas las curvas resultantes de las
diferentes intersecciones entre un cono y un plano; si dicho plano no pasa por el vértice,
se obtienen las conicas propiamente dichas.

Se clasifican en cuatro tipos: circunferencia, parabola, elipse e hipérbola

R

Elipse

P\

Circunferencia

Pardbola

P > Hipérbola

-~

X

Figura 1 Formacion de las cuatro conicas basicas.

Cada una de las conicas se puede representar por medio de una expresion algebraica,
esta ecuacion que describe a las conicas recibe el nombre de ecuacién general de una

seccion conica, y su expresion es:

Ax* + ixy + (y* + Dx+Ey+F =0
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Donde:

e El coeficiente = indica si la conica tiene rotacion o no, si © = 0 la conica no esta
rotada.

e Los coeficientes D y E indican si la conica esta traslada o no, si D = E = 0 la cdnica
esta centrada en el origen.

e El término independiente F indica si la conica pasa o no por el origen, si F = 0,
entonces la conica si pasa por el origen.

Conica Con traslacion Sin
traslacion
Circunferencia A=
Elipse A#
(mismo D#0 D=0 D#0
signo) E#0 E#0 E=0 D=0
Hipérbola A# E=0
(signos Centro Centro Centro
contrarios) fuera del sobre el sobre el Centro en
Parabola A=0, C#0 origen. eje Y. eje X. el origen
horizontal En (h, k) En (0, k) En (h, 0)
Parabola A#0, C=0
vertical

A continuacion se muestran algunos ejemplos:

Para determinar el tipo de conica que representa la ecuacion lo primero debes hacer es
identificar los coeficientes de acuerdo con la ecuacion general, en este caso quedaria de
la siguiente manera:

Ax* + ixy+ (y* + Dx+Ey+F =0 4x* +9y* —36 =0

e Se observa que A # C y son del mismo entonces la cénica es una elipse, en este
caso 4 # 9 por lo tanto cumple con la condicion.

e Los coeficientes D = E = 0 indican que el centro de la elipse esta en el origen.

e Eltérmino independiente F = indica que la elipse no pasa por el origen.

Ahora se va a determinar y graficar el tipo de cdnica que representa la siguiente
ecuacion:

16x% — 9y% —32x — 9y + =0

e Se observa que A # C y son de signo contrario, por lo que se trata de una
hipérbola.
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Definicion, elementos y ecuacién candnica

Los coeficientes D = -32 y E = -9 indican que el centro de la hipérbola esta fuera
del origen.
El término independiente F = indica que la hipérbola no pasa por el origen

Figura 2 Grafica de la seccion conica 16x* — 9y? —32x — 9y + 100 =0

La circunferencia es una figura geométrica plana y cerrada que se caracteriza porque
todos los puntos que la conforman se encuentran a la misma distancia del centro. Dicha
distancia permanente se denomina radio.

La circunferencia se define como el lugar geométrico de los puntos en el plano P (x, y)
equidistantes de un punto fijo llamado centro. Todos los puntos que pertenezcan a una
circunferencia tienen la misma distancia entre el lugar geométrico y el punto fijo.

Los elementos de la circunferencia son:

Centro. Punto del que equidistan todos los puntos de la circunferencia.

Radio. Segmento que une el centro de la circunferencia con un punto cualquiera
de la misma.

Diametro. Cuerda que pasa por el centro de la circunferencia.

Cuerda. Segmento que une dos puntos de la circunferencia.,

Tangente. Es la linea recta que toca a la circunferencia en un solo punto.

Para obtener la ecuacion de la circunferencia con centro en el origen se toma una
circunferencia donde el radio es igual a (r) y donde este se forma por un punto 0 (0, 0) y
un punto P (x, y). Utilizando la formula de distancia entre dos puntos se tiene:
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d(0,P) =7 =+/(x — 0)2 + (y — 0)2

r =G+ 07

r2=x2+y?

La expresion resultante también se
puede representar como:

Esta expresion se conoce como ecuacion
candnica de la circunferencia.

Por ejemplo, para determinar el radio de
la circunferencia a partir de la ecuacion
x% + y? = 25 debes sustituir 2 = 25 en la
ecuacion y queda de la siguiente manera:

x2 +y?% = (V25)?
x2+y2=5

El radio es 5 como se muestra en la
grafica.

En el siguiente ejemplo debes »
encontrar la ecuacion de |la
circunferencia cuyo diametro es de
18 cm.

e El didmetro es igual a dos
radios, por lo tanto:
D=18, entonces 2r=18

al despejar queda r = %
Entoncesr =9

e Se sustituye r en la ecuacion
x%+y?% =1r?yqueda:

X2 + 2 =92

x2+y2 =81

Distribucion gratuita-Prohibida su venta 110



Ahora observa el ejemplo para graficar y encontrar la ecuacion de la circunferencia con
centro en el origen.

El radio pasa por el punto P (6, 4)

e SiP(x, ), sesabe que x=6 y=4
e Se sustituye en la formula x% + y2 = 2 y queda:

62+ 42 =12
36 +16 =12
52 = 1?2
V52 =71
e La ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto P (6, 4) es:
x2+y%2 =52
Ecuacion ordinaria y general

Cuando se observa que P (x, y) es un punto cualquiera de la circunferenciay C (h, k) es el
centro de ella.

De acuerdo con el teorema de Pitdgoras los catetos estan formados por los lados (x-h) y
(y-k) y la hipotenusa es el radio (r), por lo tanto:

(x = )2y = k)? =72

Lo anterior se conoce como ecuacion ordinaria de la circunferencia, con centro (h, k) y
radio (r). Al desarrollar los binomios al cuadrado, de lado izquierdo de la ecuacidn
obtenemos:

x2 = 2hx + h? 4+ y? = 2ky + k2 = 12
Se iguala a 0 y se reordenan los términos:
x%2+y2—2hx=2yk+h?+1k2—712=0

Posteriormente se agrupan por términos para establecer las siguientes equivalencias:

F=h%+12—12

Se sustituyen las equivalencias en la ecuacion resultando lo siguiente:
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x2+vy2+Dx+Ey+F=0

Nombrando a esta ecuacion de la forma general o ecuacion de la circunferencia.

A continuacion se muestras algunos ejemplos de aplicacion.

Para encontrar la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en C (4, 3) y radio
r=3 y trazar su grafica se debe emplear la ecuacion ordinaria de la circunferencia

(=W =) =17
En donde C(4,3),h=4yK=3

Se sustituyen los valores anteriores en
la ecuacion:

(x—4)>+(y-32=3
Por lo tanto, resulta:

(x—4)*+@y—3)2=9

Y se grafica como se muestra en la imagen.

Para encontrar la ecuacion general de la
circunferencia con los siguientes datos: C (-5,
2) y radio =3 y trazar su grafica se debe:

Identificar que C (-5,2),h=-5yk=2,r=3

Sustituir los valores anteriores en la ecuacion
ordinaria (x — (—5)2? + (y — 2)? = 32

Se multiplican los signos para obtener la
ecuacion ordinaria de la circunferencia
(x+52%+(@y—-2?%2=9

Se desarrollan los productos notables, se agrupan los términos, se simplifica, se iguala a
- cero y se ordena para obtener la ecuacion general.

x2+y2+10x —4y+20=0
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Observa las siguientes ecuaciones y de acuerdo con sus caracteristicas determina el tipo
de conica que representa cada ; escribe el nombre en la linea.

elipse parabola circunferencia hipérbola

—

y2—4x—4y+8=0
x2—4y—2x—24y+21=0

9x% — 4y —36x + 16y + 56 = 0
x2+4x—-2y+10=0
x2+y2-36=0
—3x2—-3y?2+18x+ 18y —27=0
16x%2 —9y%2 +96x — 72y — 144 =0

N~ apr W N

Encuentra la ecuacion ordinaria de la circunferencia con centro en el origen dados los
siguientes datos y traza su grafica.

Radio igual a 2

Radio igual a V12

Diametro igual a 14

Diametro igual a 8/12

Circunferencia que pasa por el punto (2, 3)
Circunferencia que pasa por el punto (0, -5)

Didmetro cuyos extremos son los puntos (4, 0) y (-4, 0)
Circunferencia que pasa por el punto (2, -6).

© NG~ WN S
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Encuentra la ecuacion ordinaria y la ecuacion general de la circunferencia con los datos
proporcionados y traza su grafica.

1. Centro (5, -3) y radio = V20

2. Centro (-3, 5) y pasa por el punto (5, 1)
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Auto
evaluacion

Indicadores

iPuedo lograrlo? iTengo dudas?

Logro reconocer cada uno de los
diferentes tipos de secciones
conicas basicas.

Puedo saber cuando una seccion
conica basica tiene su centro en el
origen o fuera.

Logro determinar el radio de una
circunferencia a partir de una
ecuacion canonica.

Soy capaz de obtener el radio de una
circunferencia.

Puedo identificar los elementos de
una circunferencia.

Puedo diferencia entre una ecuacion
ordinaria y una ecuacion en su forma
general de la circunferencia.

Comprendo que el centro de las
circunferencias puede estar fuera de
del origen y obtener su ecuacion.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Geometria analitica. (2018, 17 abril), Secciones codnicas. Disponible en:
https://www.geometriaanalitica.info/secciones-conicas/

e Pi-ensa Matematik (2017, 30 septiembre), ;Qué y Cuales son las secciones
Conicas? Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=a26ErrkU_-M

e UNAM (s.f.) La circunferencia dados el centro y el radio. Disponible en:

http://www.objetos.unam.mx/matematicas/leccionesMatematicas/02/2_057/index.
html

e Barrera S. (2010) Ecuacion de la circunferencia con centro fuera del origen en
forma estandar y general. Disponible en:
https://www.uaeh.edu.mx/docencia/P_Presentaciones/prepa_ixtlahuaco/2017/geo
metria.pdf

e MateFacil (s. f.) Ecuacion ordinaria y general de circunferencia con centro y radio
dados. Disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=JPnNdV3lZH4

e Emmanuel asesorias (2020) Ecuacion de la CIRCUNFERENCIA (Ecuacion
ORDINARIA y GENERAL). Disponible en
https://www.youtube.com/watch?v=eYvtVn-BBnQ

Referencias
e Lehmann C., (1989), Geometria analitica Ed. Limusa México D. F.
e Caballero A, Martinez L. & Bernardez J., (2006), Geometria analitica. Ed. Esfinge
e Aguilar J & Cabello S., (2013), GMA, Geometria analitica, Castillo / Macmillan
e Guerrero S., (2014), Geometria analitica, Ed. Grupo editorial patria
e Garza B, (2014) Geometria analitica. Ed. Pearson
e Rumbos I, (2011) Geometria analitica. Ed. Trillas

Imagenes tomadas de:
e https://www.canva.com/es_mx/
e https://pixabay.com/es/
e https://www.pexels.com/es-es/
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Leccion 11. La parabola

Explorando

Responde a las siguientes preguntas y elige la que consideres que es la correcta.

1. ;Cual de las siguientes funciones es una ecuacion cuadratica?

a) y=8x+3
b) y=e*+3
c) y=logx+1
d y=x2-4

2. ;Cuales son los componentes que tiene una parabola?

a) No tiene lados

b) Angulo axial, simétrico y tangencial.
c) Un foco y una directriz

d) Un radio y un cuadrado

4. ;Cudl de las siguientes figuras corresponde a una parabola?
a) b) .

c) d)
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Resefa historica

Apolonio Perga (262-190 a.C.) conocido como “e/ gran geometrd’, realizo trabajos que
tuvieron gran influencia en el desarrollo de las matematicas, en particular en su famoso
libro Las conicas, donde se introdujo términos como la parabola, elipse e hipérbola.

Apolonio demostré que las curvas conicas tienen muchas propiedades interesantes, que
se utilizan actualmente para definirlas, siendo una de ellas la reflexion. De este modo, si
se construyen espejos con la forma de una curva conica que gira alrededor de su eje, se
obtienen espejos elipticos, parabdlicos o hiperbdlicos, segun la curva que gira.

Las aplicaciones de la parabola en la vida cotidiana son multiples. Desde el uso que le
dan las antenas satelitales y radiotelescopios para concentrar las seiales hasta el uso
que le dan los faros de los automdviles al enviar haces de luz paralelos.

Una parabola, en términos sencillos, puede definirse como una curva en la que los
puntos estan equidistantes con respecto a un punto fijo y una recta. El punto fijo se
denomina focoy la recta se le conoce como directriz.

R —

Definicion de parabola

Es el lugar geométrico que describe un punto que se mueve en el plano de tal manera
que equidistan de un punto fijo : : EL GOL'AZO DJ_E;?ESSI
llamado foco, y una recta fija, . Amo?,xfﬁcnonzz
llamada directriz. \ 3

En la siguiente imagen podras A A%
observar un ejemplo de parabola
en la trayectoria que lleva un
balon de futbol cuando se realiza
un tiro a gol.
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PF =PD

Elementos de una parabola:

L
/ V: Vértice
M F: Foco

v DD': Directriz

: LR: Lado recto, LR = |4p]|
l P: Parametro (distancia del vértice al foco o a la directriz)

R

V<

p p
—————

Ejemplo: Determina la ecuacion del lugar geométrico de todos los puntos del plano que
equidistan del punto F(0,3) y de larectay + 3 = 0.

Como se desconoce la distancia del punto p(x,y) al foco, tomaremos la coordenada del
foco y encontraremos la distancia que existen entre ambos puntos PF =d =

VO —x)%+ (v, — y1)>

Solucion

Con la formula de distancia entre dos puntos d = \/(xz —x1)%2 + (v, —y1)? y distancia de

__ Ax+By+C . . . .
un punto a unarectad = VIR se obtiene la distancia del punto P(x, y) a F y a la recta:
- — y+3
PF =x*+(y—3)?"PD = ——
Y V0% + 12

Al igualar:

Jx2+(y—-3)2=y+3

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion:

(VZ+ G —32) = +37

Se desarrolla y se simplifica para obtener la ecuacion del lugar geométrico, denominada
parabola.

x2+y2—-6y+9=y2+6y+9
x2+y2—6y+9—y2—6y—9=0
x2-12y =0
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Ecuacion de la parabola con vértice en el origen

Sea una parabola con vértice en el origen, foco F(p,0) donde p es el parametro y su
directriz x= -p. Se toma un punto P(x, ) que cumpla con las condiciones de que la
distancia al foco y a la directriz sea la misma, es decir:

PF =PD

Al aplicar la formula de distancia entre dos puntos, d = \/(xz —x1)2+ (2 —y1)? vy la

distancia de un punto a una recta d = A%C, se obtienen las distancias del punto P al

foco y a la directriz.

La distancia P a la del foco es: PF = /(x — p)? + y?

La distancia de Palarectax+p =0 es:

E — 10+0()+p _

PF = N x+p

Ahora se igualan las distancias:

VE—-pP+y*=x+p

Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se determina que:

(\/(x—p)2+yz)2 = (x +p)*
(x —p)? +y?% = x? + 2px + p?
x2=2xp+pi+y?—x2—-2px—p*=0
y? —4xp =0

Si el foco esta sobre el eje Y, F (0, p) donde el p es el parametro y su directriz la recta
y = —p y vértice en el origen, al aplicar la definicion el resultado es el siguiente:

VO -pP+x?=y+p

Al elevar al cuadrado cada miembro y simplificar se obtiene:

(\/(}’—P)Z +xz)2 = (y +p)?
v —p)* +x* =y + 2py +p?
y:—2py +p*+x*—y*—2py —p*>=0
x2—4py =0
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Elementos y ecuacion de una parabola con vértice en el origen
Parabola horizontal

Su foco esta sobre el eje X y son concavas hacia la derecha o a la izquierda.
Ecuacion conica

y? = 4px

Foco: F(p,0)
Directriz(DD"):x = —p
Ecuacion del eje: y = 0(ejeX)
Lado recto: LR = |4p|

Concavidad

o Si p > O0entonces la parabola abre hacia la derecha.
o Si p <0entonces la parabola abre hacia la izquierda.

Ejemplo: Encuentra los elementos y grafica la parabola cuya ecuacion es y> — 8x = 0.
Solucion

Tomando la ecuacion y?> —8x = 0

Dada la funcidn (ecuacion) se sustituye en su ecuacion conica de la siguiente manera:
y? = 4px

Considerando el orden de la ecuacion conica, se despeja y?
y2—8x=0 - y? = 8x

Donde4p=8—>p=§ ->p=2

Es una parabola horizontal y abre hacia la derecha, al sustituir en las formulas se
obtiene sus elementos y posteriormente su grafica.
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Foco: F(p, O) = F(2, 0) ’

Directrizz.x = -p—->x = -2 . L
Lado recto: LR = |4(2)| = 8 .
Eje:y =0
1 X
-5 =5 —4 3 -1 ] 1 F 3 4 5 6

Parabola vertical
Su foco esta sobre ¥, son concavas hacia arriba o hacia abajo.
Ecuacion conica

x% = 4px

Foco: F(0, p)

Directriz (DD):y = —p
Ecuacion del eje: x = 0(eje Y)
Lado recto: LR = |4p|

Concavidad

o Si p> 0 entonces la parabola es céncava hacia arriba.
o Si p<0 entonces la parabola es concava hacia abajo.
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Ejemplo: Encuentra los elementos y grafica la parabola cuya ecuacion es:
3x2-12y =0

Solucion

Se escribe la ecuacion en su formula conica: x? = 4py
3x2—-12y =0 - 3x2 =12y - x?=—— ox’=4y
Donde:4p =4 »p = %,entonces p=1

Es una parabola vertical y abre hacia arriba, al sustituir en las formulas se determinan
los elementos y posteriormente la grafica:

Foco: F(0, P)
Directrizy=—-—p->y=-1
Lado recto: LR = |4(1)| = 4
Eje:x =0

Ecuacidn de la parabola con vértice en el punto (h, k)

Sea una parabola con vértice fuera del origen en (h, k), coordenadas del foco F (h+p,k)
donde p es el parametro y su directriz x = A - p. toma un punto P(x, y) que cumpla con la
condicion de que la distancia del foco y a la directriz sea la misma, es decir:

PF = PD

Elementos y ecuacion de una parabola con vértice en (A, k)

Parabola horizontal
Su eje es paralelo al eje X y es concava hacia la derecha o izquierda.
Ecuacion ordinaria
(v —k)? =4p(x — h)
Ecuacion general

Cy?+Dx+Ey+F=0
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Vértice: V(h, k)
Foco: F(h + p, k)

Directriz DD":x = h—p

Eje

Eje:y=k
Lado recto: LR = |4p|

®--—pgi=——-

|
[

p3)

D

Concavidad
o Si p> 0 entonces la parabola es concava hacia la derecha.

o Si p<0 entonces la parabola es céncava hacia la izquierda.

Ejemplo: Determina los elementos y grafica la parabola y> — 6y — 8x + 17 = 0
Solucidn

El término cuadratico es y, por lo tanto, la parabola es horizontal, entonces se agrupan
los términos con yen el primer miembro de la igualdad.

y2—6y—8x+17=0
y? —6y =8x—17
Se completa el cuadrado perfecto en el primer miembro y se factoriza.
y2—6y+9=8x—17+9
(y—3)>=8x-38

Se factoriza el segundo miembro de la igualdad, tomando como factor comun el
coeficiente de la literal:

y-3)?=8(x-1)

La ecuacion que se obtiene es de la forma: (y — k)? = 4p(x — h), por consiguiente, el
vertice es el punto:

V(1,3),4p = 8,de donde p = 2.
Se sustituyen en los elementos de la parabola horizontal
Foco:F(h+p, k) =F(1+2,3) =F(3,3)
Directrizx=h—-p=1-2=-1-x+1=0
Lado recto: LR = |4p| = |4(2)| = |8] =8
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Ecuacion deleje:y=k;y =3

Grafica

& == pl=---

|
[

Parabola vertical
Su eje es paralelo al eje Y, y es concava hacia arriba o abajo.

Ecuacion ordinaria
(v —h)?* = 4p(y — k)

Ecuacion general
Cy?+Dx+Ey+F=0 e v
Vértice: V(h, k) |
Foco: F(h, k + p)

Directriz DD":x =k —p

Eje:x=h
Lado recto: LR = |4p]|

Concavidad
o Sip > 0Oentonces la parabola es concava hacia arriba.

o Sip <0 entonces la parabola es concava hacia abajo.
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Ejemplo: encuentra las coordenadas del vértice, el foco, la longitud del lado recto, la
ecuacion de la directriz y del eje de la parabola 4x> + 48x + 12y + 156 = 0.

Solucion

La parabola es vertical, ya que el término cuadratico es x; para transformarla a su forma
ordinaria se realiza lo siguiente:

4x% 4+ 48x + 12y + 156 = 0 Se divide la ecuacion entre 4.
x24+12x+3y+39=0

x?+12x = -3y —39 Se agrupan los términos en x.
x2+12x+36=-3y—39+36 Se completa el trinomio cuadrado perfecto.
x2+12x+36=-3y—3

(x+6)?==-3(y+1) Se factoriza cada miembro.

La ecuacion obtenida es de la forma:(x — h)? = 4p(y — k), por lo tanto, el vértice tiene
como coordenadas V(—6,—1),4p = —3 dondep = —%.

Se sustituye en las formulas de los elementos para la parabola vertical:

Foco:F (ke +p) = F (=6,~1+(~2)) = F (-6,-2)

Directrizy =k —p

1 ( 3) ! +1 0 4y+1=0
=—]1—|—- - = —— g - = d =
y 2 y 2 YTy y

Lado recto: |4p| = |4(—%)| =|-3|=3

Eje:x=nh x=—6 - x+6=0

.Eje \'d

Ecuacion de la parabola que pasa por tres puntos

Dados los tres puntos P, P, y Ps;, que pertenece a una parabola horizontal o vertical, su
ecuacion se obtiene mediante las siguientes ecuaciones:
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Ecuaciones generales de la parabola
Parabola horizontal
y2+Dx+Ey+F =0

Parabola vertical
x24+Dx+Ey+F=0

Ejemplo: Determina la ecuacion general de la parabola cuyo eje es paralelo al eje X y que
pasa por los puntos: P(—1,1),Q(—1,—1) y R(-5,0)

Solucion Y

Al graficar los puntos se obtiene:

-2

-3
El eje es paralelo al eje X, entonces la parabola es horizontal y la ecuacidon que se utiliza
es:

y2+Dx+Ey+F=0

Al sustituir los puntos P(—1,1),Q(—1,—1) y R(-5,0), se obtienen tres ecuaciones con tres
incognitas:

Para el punto P(—1,1) (D?+D(-1)+E1)+F=0
Ecuacion 1 -D+E+F=-1

Para el punto Q(—1,-1) (-1D?+D(-1)+E(-1)+F=0
Ecuacion 2: -D-E+F=-1

Para el punto R(-5,0) (0)2+D(-5)+E(0)+F=0
Ecuacion 1: —5D+F=0

Se obtiene un sistema de ecuaciones:
-D+E+F=-1
-D-E+F=-1
—5D+F=0
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Al resolver el sistema se obtiene: D = —i,E =0,F= —Z.

Se sustituyen estos valores en y? + Dx + Ey + F = 0 y se simplifica:
1 5
y2—=x+(0)y—==0 - 4y?—-x—-5=0
4 4
Por lo tanto, la ecuacion de la parabola es 4y2 —x— 5 =0

Ecuacion de una recta tangente a una parabola

Se tiene una parabola con vértice en el origen y una tangente en el punto (xo, Yo), la
ecuacion de la recta esta dada por:

Horizontal: y — y, = 2% > (x = x0) Vertical: y — y, = Zxﬂ(x — xg)
0

Si tiene una parébola con vértice (h,k) fuera del origen y una recta tangente en el punto
(o, Yo), la ecuacion de la recta esta dada por:

Yo~

2(3/0 k)
Y. ———=(x — xo)

Horizontal: y — y, = (x —Xg) Vertical: y — y, =

Ejemplo: Determina la ecuacién de la recta tangente a la parabola y> — 12x = 0, en el
punto (3,6).
Solucidn

Se sustituye el punto (3,6) en la formula:

Y
Y= Yo = 5 (X = X0)
6 6 ( ) 12
— — x —
y 203)
De donde se obtiene la ecuacion: &
x—y+3=0 °] P(3.6)
7]
-5 —4 -2 o 2 4 (5] 8 10
—2 4
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Resuelve los siguientes problemas.

Definicion de parabola.

1. Un punto se mueve en el plano de tal manera que equidistan del punto (0,1) y de
la rectay — 1 = 0. Encuentra la ecuacion del lugar geométrico que describe.

Se desconoce la distancia del punto p(x,y) al foco, se busca encontrar la distancia
entre ambos puntos, dada por PF =d = /(x, — x1)2 + (¥, — y1)?

Utilizando la formula de distancia PF y distancia de un punto a una recta dada por la

. __ Ax+By+C . . . .
formula d = e se obtiene la distancia del punto P(x, y) a F y a la recta:
S5 _ 57 _ Ax+By+C
PF = ./(x, —x,)? PD = N

Sustituye de acuerdo con los datos del problema recta y — 1 = 0, punto (0,1).

Se igualan:

Se elevan al cuadrado ambos miembros de la ecuacion:

Se desarrolla y se simplifica para obtener la ecuacion del lugar geométrico,
denominada parabola.
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Ecuacion de la parabola con vértice en el origen

Grafica y determina las coordenadas del foco, la ecuacion de la directriz, la longitud del
lado recto y la ecuacion del eje de la siguiente parabola.

1. y2=—4x
Ecuacion de la parabola horizontal con vértice en origen esta dada por:
y? = 4px

De la ecuacion y? = —4x se sustituye en su ecuacion conica y se determina el valor de p

bp = »p= -p=
Se determina la concavidad de la parabola por las siguientes condiciones:

o Si p > O0entonces la parabola abre hacia la derecha.
o Si p <0entonces la parabola abre hacia la izquierda.

Parabola que abre hacia:

Determina:
e Elfoco esta determinado por: Foco: F(p, 0) F( ,0)
e Ladirectriz por: Directriz:x = -p—> x =
e Elladorectopor: LR = |4p| LR =14 | =
o Ejery=

@

Ecuacion de la parabola con vértice en el punto (h, k)
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Dadas las ecuaciones de las parabolas, determina sus elementos: vértice, foco, directriz,
eje y lado recto.
1. y2—-10y—12x+37=0

El término cuadratico es y, por lo tanto, la parabola es horizontal.

Primero se agrupan los términos con yen el primer miembro de la igualdad.
y? —10y = 12x — 37

Se completa el cuadrado perfecto en el primer miembro y se suma el mismo valor en
ambos lados y se simplifica.

y?—10y+ = 12x — 37+

Se factoriza la expresion:

La ecuacion que se obtiene es de la forma (y — 1)? = 4p(x — 1) que representa a una
parabola por consiguiente, el vértice es el punto:

V(b )
Se determina el valor de p
Se sustituyen en los elementos de la parabola horizontal de acuerdo:
Foco: F(h+p, 1) =
Directrizzx =h—p =
Lado recto: LR = |4p|

Ecuacion del eje: y =

Problemario
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Si deseas seguir practicando, puedes resolver los siguientes ejercicios.

1. x2=12y

2. x2—12x+16y+68=0

3. Eldidmetro de una antena parabdlica es de 2 m y su profundidad es de 40 cm ja
qué altura se debe colocar el receptor?

Auto,
evaluacion
e T T

|_ , - L
' Logro identificar ja que tipo de parabola
| pertenece?

r - - -
En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.

&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Matematicas profe Julio parabola encontrando elementos de la parabola,
disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=2pvke2ELR3M

e Matematicas profe Alex graficar la parabola conociendo la ecuacién general,
disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=MX9jnNp8DKA

Referencias
e Colegio Nacional de Matematicas,2009. Matematicas aplicadas segunda edicion.
PEARSON EDUCACION
e Silva Juan Manuel, 2000, Fundamentos de matematicas, Limusa Noriega Editores,

México.
- Imagenes tomadas de:

e https://www.geogebra.org/classic?lang=es
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Leccion 12. Hipérbola

Explorando

Responde a las siguientes preguntas y elige la que consideres que es la correcta.

iCual de las siguientes funciones representa una ecuacion de hipérbola?

a. y=8x+3
b. y=e*+3
yZ xZ
C. ;—ﬁzl
d y=x?-4

;Cuales son los componentes que tiene una hipérbola?

No tiene lados

Angulo axial, simétrica y tangencial.

Dos focos, dos vértices, dos lados rectos.
Un radio y un cuadrado

oanoo

iCual de las siguientes figuras corresponde a una hipérbola?

a) ' / b) .

c) d)
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(Que son las hipérbolas?

Es el lugar geométrico que describe un punto en el plano que se mueve de tal manera
que el valor absoluto de la diferencia de sus distancias a dos puntos fijos llamados focos,
es siempre constante.

Imagen tomadas de: http://www.matematicasdigitales.com/la-hiperbola/ .

En la siguiente figura te describimos cudles son sus elementos:

C: centro

Vi y Vy:Vértice

F, y F5:Focos
B; y By: Extremos del eje conjugado
(vértices imaginarios)

V, V, = 2a (eje transverso o real)

E F, = 2c(eje focal)
BB, = 2b

(eje conjugado o imaginario)

_________;_H_

Condicion:c? = a? + b%;c>b,c>a
Excentricidad:e = E(e >1)

__ 2b?
LR = o (lado recto)

[, y l,: Asintotas
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Ejemplo de como se grafica una asintota

Ubiquemos los vértices sobre el eje X las siguientes coordenadas (5,0) y (-5,0), donde el
5 representa cinco unidades ubicadas en el eje Xy el 0 las unidades que representa en el
eje ¥, que son los vértices simétricos como se sefiala en el plano cartesiano Vi(5,0),V.(-
5,0), y los puntos de coordenadas B:(0,5), B.(0,-5) que llamaremos “vértices imaginarios”
(no son puntos de la hipérbola, habiamos visto que ésta no corta al eje J).

Y

B1
(]

V2 Vi X

L ]
L ]

B2

Para trazar las asintotas armemos un rectangulo auxiliar que ayudara a graficar la
hipérbola, y luego tracemos las rectas que contienen a sus diagonales (esas rectas seran
las asintotas). Una vez trazadas las asintotas, es sencillo realizar un grafico aproximado
de la hipérbola.

>

L . T

Después de encontrar los vértices simétricos y los imaginarios, ahora trazaremos las
pendientes de las diagonales.
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Habiamos visto que las ecuaciones de las asintotas son:

y = in.

a
Esto justifica porque las asintotas son las rectas que contienen a las diagonales del
rectangulo.

Los focos, como los vértices de la hipérbola, estan sobre el eje x. Como ¢ > q, los focos
estan mas alejados del origen que los vértices (c? = a? + b?).

Si en la ecuacion candnica anterior permutamos x por yqueda:

y X

a? b2

Es la ecuacion candnica de la hipérbola con centro en (0,0)(0,0) y eje focal x=0 eje y.

2 2

Ejemplo: Determina la ecuacion del lugar geométrico de los puntos del plano, cuya
diferencia de sus distancias a los puntos fijos (5,0) y (-5,0), es siempre igual a 8
unidades.

En este ejemplo en particular es una asintota horizontal, ya que los datos que nos brinda
el problema aparecen en el punto focal que se encuentran en el eje X y eje - Xen la
graduacion 5 y -5 de dicho eje, mientras que en el eje de las Y la coordenada es 0, es por
esta razon que podemos anticipar que la asintota sera horizontal.

Como no tenemos una ecuacion, ya que el problema es lo que nos requiere, vamos a
utilizar la formula: (c? = a? + b?)

Simplificando la ecuacidon

(c =a? + b?)
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Donde a = al punto de las coordenadas en el eje positivo x = 5 y en el eje negativo — x =
—5 como lo anuncia el problema, en el eje de la y = 0, con la formula anterior
obtendremos la distancia del punto p(x,y) al punto focal llamado F;

Solucion

Se obtienen las distancias del punto P(x,y) a los puntos fijos (focos),

PF;=\(x—5)2+ y2y PF,=.(x+5)%+ y?

Y se aplica la definicion de la hipérbola.
/(x—5)2+ y: —J(x+5)2+ y2=38

Se despeja un radical y se elevan ambos miembros de la igualdad al cuadrado,

JG=BP T =8+ /GTEP T

< /(x—5)2+ y2>2 = (8+ (x+5)%+ yz)z

Al desarrollarse se determina que:

(x—5)2+y2=64+16{(x+5)2+y%2+ (x+5)*+y?
—4\/(x+5)2+y? =5x+16

Ahora al elevar ambos miembros al cuadrado resulta que,
2
(-4/G+5)2+y2) = (5x +16)?

16(x? + y% + 10x + 25) = 25x2 + 160x + 256

Finalmente, se simplifica:
16x% 4+ 16y? + 160x + 400 = 25x2 + 160x + 256
16y? + 160x — 160x + 400 — 256 = 25x2% — 16x?
16y? + 144 = 9x2

Se obtiene el resultado de la ecuacion igualando a 0: 9x? — 16y? — 144 = 0
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Ecuacion de una hipérbola con vértice en el origen

En la figura:
Distancia del centro
a los vértices 1y 2
(Vy=CV,=a

Distancia del centro

B1

1
|
! , .
e : a los vertices
1
1
|

v2 v £ imaginariosly 2

N CB,=CB,=b
R : Distancia del centro

' a los focos 1y 2

CF=TF=c

CV, = CV, = a,entonces ,V,V, = 2a al ser V; un punto de

N

la hipérbola se tiene que:V,F, — V,F; = 2a, por tanto, la diferencia de las distancias de
cualquier punto de la hipérbola a los 2 puntos fijos (focos) es igual a 2a.

En las hipérbolas con punto en el origen existen de dos tipos, las hipérbolas horizontales
y verticales, que viene dadas con las siguientes ecuaciones que nos ayudan a diferenciar
una de otra con respecto a su forma y féormula.

Grafica de una hipérbola horizontal con centro en el origen esta dada con la siguiente
Lo x? y?
ecuacion; — 35 = 1
2 Y

Elementos
Vértices: V(%a,0)
Focos: F(+c, 0)

B,

Extremos del eje conjugado:

B(0, £h)

V2 1

B2

Ecuaciones de las asintotas:

vy =—x 2y =X
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Grafica de una hipérbola vertical con centro en el origen esta dada con la siguiente
.’ .yZ xz _ 1
ECUGCIOH.; - ﬁ =

12

Elementos

Vértices: V(0,+a)
Focos: F(0, +¢)

Extremos del eje conjugado

:B(+b,0)
Ecuaciones de las asintotas:
. a a
ll:yzzx lz:y=—5x
Para hipérbolas horizontales y verticales se tiene que:
+— _ 2b?

Condicion: c2 = a? + b%;c > b,c > a, exentricidad: e = E(e > 1), lado recto: LR = —

Eje transverso: 2a, eje conjugado: 2b, eje focal: 2¢c

Ejemplo:

Determina los elementos y traza la grafica de la hipérbola, cuya ecuacion es:
9x2 —4y2 —-36 =0

Solucion

Se transforma la ecuacion a la forma conica:

9x2 —4y? =36
Se divide entre el termino independiente y se simplifica:
9x2 —4y? =36
9_xz - 4_3;2 = E - x_Z - y_Z = 1 Ecuacién en su forma conica.
36 36 36 4 9

De acuerdo con los datos en la que resultd la ecuacion y de acuerdo con el orden de la
ecuacion de la conica, esta representa una hipérbola horizontal de la forma:
x2 2
:—2 - =1
a b2
De la cual se obtiene un semieje transverso ay el semieje conjugado &

a?=4 -a=2yb*=9 >b=3
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Se aplica la condicion para encontrar el valor de ¢ (distancia del centro al foco):
=@ T2 =VITI=VT3
Al sustituir: a=2, b=3y c=V/13, se obtiene:
Vértices: V(+a,0) = V(£2,0)
Focos: F(+c,0) = F(+V13,0)
Extremos del eje conjugado
:B(0,4b) = B(0,£3)

asintotas:

a 3
ll:y=5x=5x—>3x—2y=0

a 3
lz:y=—zx=—5x—>3x+2y=0

—_ 2 2
Lado recto:LR = 222 = 2@ _ 18
a 2 2

=9
Eje transverso:V;V, = 2a = 2(2) = 4

Eje focal: F;F, = 2¢ = 24/13
Eje conjugado:B;B, =2b=2(3) =6

Excentricidad:e = 2 = ?

Ecuacion de la hipérbola con vértice en el punto (h, k), significa que esta fuera del
origen.

La hipérbola horizontal con centro fuera del origen en el punto (h,p), se hace una
traslacion de los ejes XY al punto C(h,k).

Sean x'=x—h,y'=y—x, la ecuacion de la hipérbola en el nuevo sistema de
coordenadas es:

2 12

X y
a?  b?
Al sustituir X', ¥’ en la ecuacion se obtiene:
(x—h? (y—k)?
a2 bz
Del mismo modo se obtiene la ecuacion de una hipérbola vertical con centro en (h,k)
fuera del origen:

=1

1

y—k)? (x—h)?
a2 bz
Al simplificar se obtendra una ecuacion de la forma Ax? + Cy? + Dx + Ey + F = 0, donde
Ay C varian en signo.

1
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Elementos y ecuacion para una grafica de la hipérbola horizontal.

<

=
————f-—--

-

Ecuacion Ordinaria
(x—h)z_(y—k)z _
a? bz
Elementos

Vértice: V(h £ a, k)

Focos:F(h + c, k)

1

Extremo del eje
conjugado:

i B(h,k +b)

Hipérbola vertical

141

\\

Ecuaciones de las
asintotas:

b
ll:y—k=a(x—h)

b
lz:y—k=—a(x—h)

Elementos y ecuacion
para una grafica de la
hipérbola horizontal.

Ecuacidn Ordinaria
0=k @—h?
a? bz
Elementos

Vértice: V(h,k + a)
Focos:F(h,k £ ¢)

1

Extremo del eje conjugado:
B(h + b, k)

Ecuaciones de las
asintotas:

lLiy—k=<(x—h
1Y — _E(x_ )

Liy—k=—S(x—h
2:Y __E(x_)
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Para hipérbolas horizontales y verticales se tiene que:

" . . —  2b?
Condicion:c? = a? + b?;c > b, c > a, exentricidad: e = %(e > 1), lado recto: LR = —

Ecuacion general de la hipérbola:

Ax?+Cy*+Dx+Ey+F =0
Con Ay C de signo contrario.

Ejemplo

Determina los elementos de la hipérbola con ecuacion es: 4y2 — 9x? + 8y — 54x — 113 =
0

Solucion
4y% — 9x? + 8y — 54x = 113

Se factoriza los coeficientes de los términos cuadraticos.
4(y? + 2y) — 9(x? — 6x) = 113

Se completa el trinomio cuadrado perfecto.
4(y% 42y + (1)?) = 9(x% — 6x + (3)?) = 113 + 4(1)% — 9(3)?

Se resuelve la ecuacion.
4(y? +2y+1)—9(x?—-6x+9) =113 +4—81

Se factoriza la ecuacion.
4(y+1)2—-9(x+3)2 =36

Se dividen ambos miembros entre 36 para obtener la ecuacion en su forma ordinaria.
4y+1? 9x+3)> 36 (y+1)* (x+3)°
36 36 36" 9 4
Es una hipérbola vertical de elementos:
centro(—3,—-1);a=v9=3yb=+/4=2
El valor de ces:c = Va2 + b%Z =9 + 4 =+/13.

1
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Los elementos se obtienen al sustituir:

Vértices:V(h, k + a)
Vi(=3,-1+3)=(-32)
V,(=3,-1-3)=(-3,-4)
Focos:F(h, k + c)
F(-3,-1+V13)

= (=3,2.6)
Fy(—3,-1—+13)
= (—3,—4.6)

Extremos en el eje
conjugado:B(h + b, k)

B,(-3+2,—1) = (-1,—1)
B,(—3—2,—1) = (-5,—1)

_ 2
Lado recto:LR = 2b”

a
24 _
=

wie |l

Eje transverso:V,V, = 2a =
2(3)=6

Eje focal:F, F, = 2c = 24/13

Eje conjugado:B,B, = 2b = 2(2) = 4

Excentricidad:e = 2 = ?

Asfntotasll:y—k=%(x—h)—> l1:y+1=§(x+3)—>3x—2y+7=0

a 3
iy—k=-7(=h) - Liy+tl=—o(x+3)->3x+2y+11=0

Ecuacion de una recta tangente a una hipérbola a un punto cualquiera

Se tiene una hipérbola con vértice en el origen y una tangente en el punto (xo, yo), la
ecuacion de la recta esta dada por:

XoX Yoy __
0207 1 o7

P Vertica

Horizontal: l: ’;’—Zy e |

Si tiene la hipérbola con vértice (h,k) fuera del origen y una recta tangente en el punto (xo,
Yo), la ecuacion de la recta esta dada por:

L FoWGx-h) - Go-KO-k) _ 1
' a? b2 -

Vertica

Horizontal: L (yo_’;)z(y_k) _ Go=m@x-h) _ 4

b2
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Ejemplo: Determina la ecuacion de la recta tangente a la elipse 7x? —9y2 — 63 = 0. En el
punto(4,§).
Solucién
Se transforma la ecuacion a su forma ordinaria:
7x%2—9y?2 —63=0 - 7x?—-9y% =63

Se dividen los términos entre 63, para identificar el tipo de hipérbola:

7x* 9y* 63
63 63 63
x2 y2
577 1 es una hipérbola horizontal
Entonces a? = 9,b% = 7, se sustituyen estos valores y el punto es la formula: =% — 22 =
a b

Por consiguiente, la ecuacion de larectaes 4x —3y —9 =10
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C

Determina los elementos y grafica las siguientes hipérbolas.

Ecuacion de la hipérbola con vértice en el origen
xZ y2

81 9

La ecuacion se encuentra en la forma candnica, representando una hipérbola horizontal
de la forma:

radicacion radicacion b?

Se aplica la condicién para encontrar el valor de ¢ (distancia del centro al foco):

c=+a" + b?

Sustituir «“ y b? para encontrar ¢
c=v T
c=v

Al sustituir: 5= , b= yc=+/  enlos elementos de la hipérbola se obtiene:
Vértices: V(£4,0) =V(+ ,0)
Focos: F(+c,0) = F(+v~ ,0)
Extremos del eje conjugado

:B(0,+p) =B(0,+ )

asintotas:
li:y = prX=—x-
Ly = —pX=-—xo

Lado recto:IR = 22 =
Eje transverso:V;V, = 20 =
Eje focal: F{F, = 2c =
Eje conjugado:B,B, = 2b =

Excentricidad:e = < =

N =
w
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Ecuacion de la hipérbola con vértice en el punto (h, k)

(x+3)*  (y-4)% _ 1
25 9

Se determina que es una hipérbola horizontal con centro fuera del origen en el punto
(h,k).

Al sustituir X', ¥y’ en la ecuacion se obtiene:
(x—h? =2 _

b? 1
El centro se determina por % — g =1 Por lo tanto el centro(—3,%)
Determinar los valores de b =
c= esc =Va? + b?

Los elementos de la hipérbole se obtienen al sustituir =, 6y c, ademas de Ay

Elementos

Vértice: V(h £ o, k)

Focos:F(h % c, k)

Extremo del eje conjugado:
B(h,k £ b)

Ecuaciones de las asintotas:

b
Lry—k=—(x—h)

b
lyyy—lk=——=(x—nh)

- Ecuacion de una recta tangente a una hipérbola en un punto cualguiera.

1. Determina la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola 9x? — 16y? — 144 = 0,
en el punto(—S,—%)
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Se transforma la ecuacion a su forma ordinaria:

9x2 —16y? — 144 =0 - 9x? — 16y? = 144

7x%2—9y?2 —63=0 > 7x?>—-9y% =63
Se dividen los términos entre 144, para identificar el tipo de hipérbola:
7x* 9y* 63

63 63 63
Obtener resultado de este paso:

Por la ecuacion que se obtiene se determina que es una hipérbola horizontal.

Entonces se determinan valores de = ,b%?= , se sustituyen estos valores asi
9 /
como los valores en el punto (—5,—2) en la formula: == — 2% = 1

Problemario

Si deseas segquir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

1Lox2-Y =
’ 4

2. X _(x+1)2=1
C 3 x+ 1) =

3. Obtén la ecuacion de la recta tangente a la hipérbola 25x2? + 9y2 + 225 = 0, en el

punto (g —\/ﬁ).
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Auto
evaluacion

[ s s T e

i Indicadores ! iPuedo lograrlo?

i_
' ldentifico la linea recta de la hipérbola.

|_ d
' Puedo localizar el foco de la hiperbola.

.'_

i
S —— A — S —— o
' Consigo encontrar el vertice de la hiperbola. i
[ t

|_ ’, - - ’
' Logro identificar a que tipo de hiperbola
| pertenece.

P - T
En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.

&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Antes de iniciar con esta nueva aventura de conocimientos sobre hipérbolas te
sugiero ver el siguiente video, disponible en: https://youtu.be/YTGXVOLhLRI

e Matematicas profe Alex Hipérbola trazado y elementos | Introduccion, disponible
en: https://www.youtube.com/watch?v=Se7nSqgmYUJE

e Como resolver una ecuacion general de una hipérbola. Hallar sus elementos y su
gréfica, disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=vZvCOmfO-Sw

Referencias
e Colegio Nacional de Matematicas,2009. Matematicas aplicadas segunda edicion.
PEARSON EDUCACION
e Silva Juan Manuel, 2000, Fundamentos de matematicas, Limusa Noriega Editores,

- Mexico.

Imagenes tomadas de:
e Herramientas disponibles para graficar una hipérbola, disponible en:
https://www.geogebra.org/classic?lang=es
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Leccion 13. Elipse

Factoriza los siguientes polinomios de acuerdo a la resolucion de ecuaciones cuadraticas
y anota tu procedimiento.

Apoyo: Recuerda que el factor comun del siguiente tipo de polinomios es igual a la
multiplicacion de dos binomios de la forma (x+a) (x+b), donde: a y b corresponden a dos
numeros cualesquiera que multiplicados daran como resultado el ultimo término del
polinomio, es decir, ab= 6, y la suma de a y b multiplicados por x cada uno
correspondientemente dara como resultado el segundo término del polinomio, es decir,
ax+bx=7x

1. xX2+Tx +6

Apoyo: Para resolver el siguiente tipo de polinomio solamente tienes que separar los
términos de x y los términos de y, para posteriormente factorizarlos con el método
llevado a cabo en los ejercicios anteriores, tanto como para los términos de x como para
los términos de y, es decir, dividiras el polinomio a la mitad, 3 términos y 3 términos para
factorizarlos y al final unirlos con una suma. Quedando de la siguiente manera: (x+a)
(x+b) +(y+c) (y+d), en donde sabemos que a, b, ¢ y d son nimeros cualesquiera.

2. x?-6x +9 +y? + 8y +16

Relaciona los polinomios de la izquierda uniéndolos con su respuesta.

Apoyo: Recuerda que un binomio al cuadrado tiene la forma (a+b)? y este tipo de binomio
da como resultado el siguiente producto notable: a*+ab+b? es decir, el cuadrado del
primer término, mas el doble del producto del primer término por el segundo término,
mas el cuadrado del segundo término. Por lo tanto, podras utilizar lo antes mencionado,
apoyado también en el método para la suma y resta de fracciones, y resolver el ejercicio.

1 (x—6)? () 3x24+2y2—-6=0
x2 yZ 2 2
2. S+5=1 () 5x*—3y*—10x—12y—22=0
2 2
3.0 G by ( )x2—12x+36
4, (x+2)? ( )x?+4x+4
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;Qué es la elipse?

La elipse, como se muestra en la Figura 1 es el lugar geométrico de un punto P que se
mueve en un plano, de tal manera que la suma de sus distancias a dos puntos fijos de
dicho plano es siempre igual a una constante 23, mayor que la distancia entre los dos
puntos.

Los dos puntos fijos se denominan focos (A y F,) de la elipse.

10 1 2 11

-1 4

-2

Figura 1. Descripcion de la elipse.

Elementos de la elipse.

Los elementos de la elipse son imprescindibles para solucionar problemas de aplicacion
y también son Utiles al demostrar la ecuacion de la elipse, por ello es importante poder
identificarlos.

A continuacion, los definimos y los ubicamos en la Figura 2:

Focos. Dos puntos fijos en el plano, tales que la suma de las distancias a cualquier otro
punto de la elipse es constante, F7 y F2.

Eje focal. Es la recta que pasa por los focos.

Eje mayor. Cuerda mayor de la elipse que, ademas, pasa por los focos, es decir el
segmento comprendido entre los puntos Vy V.

Eje menor. Es el segmento de recta que pasa por el centro de la elipse, y es
perpendicular al eje focal. Segmento comprendido entre los puntos By B’

Centro. Punto de interseccion entre el eje mayor y el menor C.
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Lado recto. Cuerda que es perpendicular al eje mayor y pasa por uno de sus focos. Y
cuyos puntos extremos estan sobre la elipse (L, R, L’y R).

Convértices. Puntos de la elipse que delimitan el eje menor (B y B).

Vértices. Puntos de la elipse que delimitan el eje mayor (Vy V).

51 .
Eje
menor B
4 4
L '
Lado L Lado
31 recto recto
2 vV c Y Eje focal
F1 F2
" Eje
mayor
0 1 2 3 5 6 7 8 10 1 12 13
R
1] R B
_2 4

Figura 2. Elementos de la eljpse

Propiedad reflectora: Cada uno de los segmentos que unen un punto cualquiera de la
elipse con sus dos focos, forman angulos iguales con respecto a la tangente que pasa
por dicho punto.

Por lo tanto, si se coloca una fuente de luz o de sonido en uno de los focos de un objeto,
cuyas paredes tengan la forma de una elipse, todas las ondas reflejadas pasaran por el
otro foco.

Un ejemplo de esta propiedad lo encontramos en el disefio y funcionamiento litotriptor,
aparato que sirve para eliminar calculos renales emitiendo ondas sonoras de alta
frecuencia en un foco que llegan al calculo renal, el cual se encuentra ubicado en el otro
foco, haciéndolo vibrar y desintegrandolo. Figura 3.

Electrodo
Ondas de

choque

Figura 3. Principio del funcionamiento de un litotriptor.
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Esta misma propiedad es utilizada para disenar las galerias murmurantes, que son una
clase de sala en forma eliptica, en la que una persona puede colocarse en uno de los
focos para hablar sin que lo que dice sea escuchado por ninguna otra persona en la sala,
a excepcion de aquella persona ubicada en el otro foco como se muestra en la Figura 4,
este tipo de sala fue utilizada muchas veces como confesionarios durante la guerra
cristera.

Figura 4. Principio del funcionamiento de una galeria murmurante.

Ecuacidn de la elipse con centro en el origen

Consideremos una elipse como la que se muestra en la Figura 5, cuyo eje focal esta
sobre el eje de las abscisas y su centro estd en el origen, ademas, los focos se
encuentran a una distancia ¢ del centro, de esta forma los focos estan en las
coordenadas F1(-c,0) y F2(c,0). Siendo 4, la distancia entre el foco y un vértice sobre el
eje menor, y b la distancia entre el centro y dicho vértice.

1V(0,b)

JV(0.-b)

Figura 5. Eljpse ubicada con centro en el origen.
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La ecuacion de esta elipse con centro en el origen quedaria de la siguiente forma.
2y

2tpE=1

Sin embargo, si el eje focal de la elipse se encuentra sobre el eje de las ordenadas, de
esta forma los focos estarian en las coordenadas F1(0,-c) y F2(0, c), y su ecuacion se
reinscribiria de la siguiente forma:

Ejemplo

Una pista de carrera tiene una forma eliptica y mide 16 km en su eje mayor y su eje
menor es de 8 km. Ayuda a un piloto que desea planear la carrera a encontrar la
ecuacion que describa su trayectoria. El eje focal se encuentra sobre el eje de las
abscisas y la pista esta centrada en el origen.

Al observar la figura 5, podemos darnos cuenta de que el eje mayor sera igual a 2a por lo
tanto:

2a =16
16
a= - = 8
Y el eje menor es igual a 2b, en ese caso:
2b =28

8
b=-=4

Entonces sustituyendo los valores de a y b, en la ecuacion de la elipse con centro en el
origen y eje focal en las ordenadas:

xZ yZ

et

Obtenemos:

x2 yZ

wtg =1
2 2

X

2 Y

16 64

La cual seria la ecuacion que describe la trayectoria de la pista.
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Ecuacion de la elipse con centro fuera del origen

Consideremos una elipse como se muestra en la Figura 6, cuyo centro estd en las
coordenadas (h, k).

?_
F1 (h-ck) F2 (h+ck)

1
T
1
1
1
1
Figura 6. Eljpse con centro ubicado fuera del origen

Entonces las nuevas coordenadas del origen seran:

X' =x-h

y'=y-k

En donde x’y’son los nuevos ejes coordenados, de esta manera podemos hace uso de la

ecuacion de la elipse con centro en el origen, obteniendo las nuevas ecuaciones llamadas
ecuacion de la elipse con centro en (h, k).

Con eje focal paralelo al aje de las abscisas:
—h 2 —k 2
(x—h? -k _

a? b2 1
Con eje focal paralelo al eje de las ordenadas:
—h 2 —k 2
x—h? O-R_
b? a?
Ejemplo

En el tema anterior te presentamos un ejemplo en el cual se ayuda a un piloto de
carreras a encontrar la ecuacion de la elipse, jpero qué pasaria si la pista ahora la
desplazaran por alguna razon y ahora se encontrara en el punto C (7,3)? ;la ecuacién que
describe su trayectoria seria la misma? La respuesta seria que no, pero no
necesariamente se tendrian que elaborar nuevos calculos, ya que sabemos que la
ecuacion de la elipse centrada fuera del origen con eje focal paralelo al eje de las
ordenadas es:

EEAY; AV
D

b2 a? 1
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Para este ejemplo las coordenadas del centro (7,3) = (h, k), por lo que solo hay que
sustituirlas en la ecuacion, quedando de la siguiente forma:

(x = 7)? N y-3?2
16 64
Esta pasaria a ser la nueva ecuacion de la pista de carreras.

1

Ecuacion general de la elipse

Desarrollando la ecuacion de la elipse con centro en (h, k) y eje focal paralelo al eje de
las abscisas:

(x—-m? -k?
xaz + ybz -

sumamos las fracciones de los polinomios y obtenemos:

1

Si desarrollamos los binomios tenemos:
b?x% — 2b%hx + b%h? + a?y? — 2a%ky + a®k? = a’b?
Ordenamos los términos:
b2x? + a?y? — 2b%hx — 2a%ky + b%h? + a’k? — a?b? = 0
Esta ecuacion puede reescribirse como una ecuacion de segundo grado de la forma
siguiente:
Ax? +Cy* + Dx+Ey+F=0

Endonde 4 =%, C =&, D = -2°h, E = -23°ky F = P + 3°k? - &F. Esta ecuacion recibe el
nombre de ecuacion general de la elipse.

Con un analisis similar, desarrollando la ecuacion de la elipse con centro en (h, k) y eje
focal paralelo al eje de las ordenadas, llegaremos a la misma ecuacion solo que esta vez:
A=a% C=0b%D=-2a%h, E=-2b’%k y F = a’h? + b%k? - a’h%

Ejemplo
Encontrar la ecuacion de la pista de carreras que tiene su centro en el origen en su
forma general.

Sabemos que la ecuacion de la pista de carreras con centro fuera del origen es la
siguiente:

2 2
=77 =37 _

16 64 1

Desarrollando los binomios al cuadrado obtenemos
x2—14x+49+y2—6y+9_
16 64 B

1
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Si se suman las fracciones se obtiene lo siguiente
64(x? — 14x + 49)+16(y?> — 6y + 9) _ 1
(16)(64)
64x% — 896x + 3136 + 16y? — 96y + 144 _ 1
1024

Pasamos el denominador del otro lado de la igualdad y posteriormente igualamos a 0
64x2? —896x + 3136 + 16y% — 96y + 144 = 1024

64x2% —896x + 3136 + 16y% — 96y + 144 — 1024 =0

Ahora agrupamos términos semejantes

64x% + 16y% — 896x — 96y + 3136 + 144 — 1024 = 0

64x2 + 16y> — 896x — 96y + 2256 = 0

Esta Gltima seria la ecuacion general de la elipse que describe la trayectoria de la pista
de carreras.

Otra forma de resolverlos seria la siguiente:

Sabemos que a=8, b=4, h=7 y k=3 y también conocemos que en la ecuacion general de la
elipse con eje focal paralelo al eje de las ordenadas A = a?, C = b?% D = -2a’h, E = -2b’%k y F
= a’h? + b%k? - a%b?

Por lo tanto, sustituyendo los valores de a, b, hy k:
A=a’>=82=64

C=b*=42=16

D = —2a*h = —-2(8%)(7) = —2(64)(7) = —896

E = =2b%k = —-2(4*)(3) = —2(16)(3) = —96

F = a?h? + b%k? — a?b? = (8%)(7%) + (4*)(3%) — (8%)(4?)

F = (64)(49) + (16)(9) — (64)(16) = 3136 + 144 — 1024 = 2256

Sustituyendo estos valores en la ecuacion general de la elipse:

Ax*+Cy* +Dx+Ey+F =0

Obtenemos:
64x? + 16y*> — 896x — 96y + 2256 = 0
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7

Resuelve los siguientes ejercicios aplicando la ecuacion de la elipse.

2
s . . ~ . .’ . X
1. Una estacion de radio emite una senal descrita por la ecuacion de la elipse =t
yZ ’ . . . ~
5= 1, ia que distancia emite su senal?

Apoyo:
Recuerda que la ecuacion de la elipse con centro en el origen es igual a:
2 2
%+%=1 , por lo tanto, puedes apoyarte en la figura 5 de la seccion

comprendiendo para encontrar las medidas del eje menor y el eje mayor, las
cuales son la maxima distancia alcanzadas por la elipse.

2. Dada la ecuacion de la elipse 25x? + 16y? = 400 determina:
a) Las coordenadas de los focos.
b) Las coordenadas de sus vértices.
c) La longitud del lado recto.
d) La longitud del eje mayor.
e) La longitud del eje menor.
f) Los puntos de sus covértices.

Apoyo:

Recuerda que la ecuacion general de la elipse es:
Ax?> + Cy* + Dx + Ey + F = 0, pero en este ejercicio al tratarse de una elipse con
centro en el origen el término Dx, y Ey se desprecian, quedando nada mas
Ax?+Cy*+F=0, en donde A=a%=25, C=b*16 y F=400. Ayudado de esta informacion,
ademas de la siguiente grafica y a figura 5 de la seccion comprendiendo podras
resolver lo que se te pide.
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Problemario

Si deseas seguir practicando, puedes resolver los siguientes ejercicios.

1.

Distribucion gratuita-Prohibida su venta

Halla la ecuacion de la elipse con centro en el origen, eje focal sobre el eje v,
longitud de cada lado recto igual a 8 unidades y la del eje mayor igual a 10.

Apoyo:

.2 . . . x2
Ten en cuenta que la ecuacion de la elipse con centro en el origen es igual a: Pl

yZ

b2
puntos finales estan sobre la elipse.

=1, que el eje mayor es igual a 2a, y que el lado recto pasa por el foco y sus

Se desea disenar una sala que funcione
como galeria murmurante de 12 m de
longitud y cuya altura del techo eliptico

en el centro sea de 4 m. ;Donde deben altura =4

estar situados los focos respecto al oot ot i

centro de la elipse? a2 ]
Verctice

Apoyo: Food

Recuerda que la medida del eje mayor
es igual a 2a.

Un litrotiptor tiene 17 cm de altura y 16 Altura = 17
cm de didmetro. Determina a qué distancia del vértice i
debe estar situado el foco para que desde ahi se emitan
ondas de choque acuaticas de alta energia y a qué
distancia del mismo vértice debe ubicarse el calculo
renal que se desea desintegrar. Diametro.- 18

B




Auto

evaluacién
oo S S .
i Indicadores i ¢Puedo lograrlo? | ;Tengo dudas? !
et e £ 8 8 oo s o q
' Reconozco y diferencio a la elipse entre las otras ! g g
| formas conicas. :
gr'ﬁ_é_é_d_h_d_z_(:_c;'l_b_é_'é'l_c'e_r'\:ié_ri_t'a;_c'l_é_'ﬁﬁg_é_'l]ﬁg'é ..................... r ................................. r ............................. 1
fromrm s s oo s o q
: Puedo distinguir entre las diferentes ecuaciones ! i i
' de la elipse. ;
gr'I_D_Li_é_d_d_'é'l_w't_:'c_)'ﬁf'r_é}_[:;'é't_:'ﬁ'a_{c_:'i_é_r'\_'aé_l';_é'l}ﬁgé;ri_gﬁ; ....... r ................................. r ............................. 1
. diferentes formas utilizando solo algunos datos. |
;r'EB}HBEEH&B"p}aisi'éﬁ{é's"éaB'r'é"l'é'éﬁiiéé'c’i’éﬁ'&é'ié ....... r ................................. r ............................. 1
: elipse y trasladarlos a un tratamiento algebraico !
E plasmandolo en una ecuacion. : i i
i 56;765552'a"é'Fé's'éi()é"r"p?d'bi’é’[ﬁé's"EBEiH’.é’r}BE}{u’é ______ r ................................. r ............................. 1
- involucran a la elipse con solo leer la narrativa sin | :
i la necesidad de que se me faciliten todos los i i i
' datos. | g i

En el caso de que hayas respondldo “Tengo dudas” en alguno de los |nd|cadores refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

Matematicas profe Alex, Elipse trazado y elementos, disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=P-PhOy9F7Sg

Matematicas profe Alex, Grafica y elementos de la Elipse conociendo la ecuacion
candnica ejemplo 1, disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=ZZtG_9ké6UeA

Matematicas profe Alex, Grafica y elementos de la Elipse conociendo la ecuacion
canodnica ejemplo 2, disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=Q_9DéuuQgsA

Matematicas profe Alex, Grafica y elementos de la Elipse conociendo su ecuacion
general ejemplo 1, disponible en: https://www.youtube.com/watch?v=D67zh5Igwf0
Matematicas profe Alex, Grafica y elementos de la Elipse conociendo su ecuacion
general ejemplo 2, disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=pLmd2vbAZ58

Referencias

Garza, B. (2014). Geometria analitica. Primera edicion. Pearson.

Torres, C. (1999). Geometria analitica. Segunda edicion. Santillan.

Cuellar, J. (2012) Matematicas Ill. Tercera edicion. Mc Graw Hill.

Arellano, J. Pérez, C. (2018). Geometria analitica. Primera edicion. Gafra editores.

Imagenes tomadas de:
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GeoGebra.
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Leccion 14. Maximos y minimos

Explorando

Relaciona ambas columnas con su correspondiente concepto.

a) Valor que es de mayor e Comience a obtener valores mas
magnitud respecto a otra. pequeinos
b) Cuando un valor maximo en e Minimo

una funcién se alcanza puede
suceder que:

c) Una funcion tiene un valor e Maximo
minimo cuando:

d) Cuando se pasa de un valor e Comienza a obtener valores mas
positivo a un valor negativo grandes

vamos hacia un valor:

Anota las conclusiones a las que llegas.

Cuando en una funcion se obtienen valores de menos a mas se va hacia un

Quizas te has asombrado ante
la inmensidad del cielo lleno de
estrellas (valor maximo) y te
has maravillado ante lo pequeno
de una hormiga (valor minimo).
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Maximos y minimos

Cuando explicamos los conceptos de maximos y minimos tenemos que retomar la idea
de funcion algebraica, teniendo en cuenta la importancia de conocer el valor dptimo de
una funcion. Esto se puede notar en la aplicacion de las funciones matematicas, fisicas o
quimicas, ademas de las utilizadas en economia, biologia, ecologia, etc. y en todo aquello
que requiera obtener valores maximos y minimos, o lo que se conoce como maximizar o
minimizar un valor.

Para ello, debemos conocer las formulas basicas de derivacion y aplicarlas a una funcion
para ubicar el valor maximo y el valor minimo, ya que en ambos casos lo que se busca es
la optimizacion del resultado mas grande o pequefio.

Otros elementos que podemos encontrar con la optimizacion de una funcidn son:

e Concavidad
e Convexidad
e Punto de inflexion

Optimizacion de una funcion

En primer lugar se tiene que analizar los datos a fin de determinar la expresion
matematica (funcion algebraica), cuyos valores maximos y minimos deseamos
determinar. Para ello es conveniente, tener presentes los conceptos de constantes y
variables al momento de plantear un modelo matematico, ya que a través de ellos se
podra conocer el comportamiento de nuestros valores y sobre todo la funcion a
maximizar o minimizar.

Recuerda que las reglas basicas de derivacion son necesarias para iniciar el estudio de
los maximos y minimos. A continuacion se detallan algunas de ellas.

a) diu+v—w) = du+4dv—dw
b) d(cu) = cdu
1) d© - 0
2) dX) - dx=1
3) d(uv) = udv + vdu
4) d)" = nu"ldu
5) d(x)" = nx"ldx
6) d(%) = vduv_szvv;EO

Para poder calcular un maximo o un minimo en una funcion y poder analizar el
comportamiento de nuestras variables; si crecen o decrecen en un sentido o en otro de
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la funcion, tenemos que establecer un criterio al cual llamaremos criterio de la primera
derivada para calcular los maximos y minimos.

Los pasos para aplicar el criterio de la primera derivada son:

1. Calcular la primera derivada de la funcion aplicando las reglas de derivacion.

2. Esta primera derivada obtenida se iguala a cero con la finalidad de poder hallar lo
ceros de la funcion o lo que es lo mismo encontrar en qué punto toca el eje de las
“x" y asi verificar en donde sube o baja en la funcidn, es decir; se va hacia un valor
minimo si decrece o se va hacia un valor maximo si crece.

Por ejemplo, en una funcion lineal como lo es X + 2 = 12 podemos igualar a cero,
quedando x +2 -12 = 0.

Resolviendo la ecuacion:
x-10=0
x=0+10
x =10

Otro ejemplo seria, 2y = 6, igualando a cero, queda 2y -6=0

Resolviendo la ecuacion:
2y=0+6
2y=6
y=6/2
y=3

En ambos ejemplos a los puntos asi obtenidos se les conoce como puntos criticos
de la variable.

3. A estos valores criticos, se les realiza un analisis uno por uno, observando los
cambios de signo de esta primera derivada. En primer lugar para un valor menor
que el valor critico y después para un valor mayor que el valor critico, si al
sustituir estos valores se obtiene que pasa de un valor positivo primero y luego a
un valor negativo, esto indica que la funcidn tiene un maximo, para este valor
critico de la variable; si por el contrario pasa de un valor negativo a positivo se
dice que se tiene un minimo.

Ejemplo aplicando la ubicacion de un minimo:

Vamos a hacer la siguiente suposicion, que estas participando en una competencia en la
cual deberas de hacer dos pruebas, una de remo y complementar con una prueba de
atletismo. Los datos que integran la prueba son los siguientes: el punto de partida esta
situado en el mar a 4 km en linea recta de la playa donde deberas de llegar remando de
manera constante a una velocidad de 4 Km/h. Una vez llegando a la playa, deberas de
desembarcar y empezar a correr a una velocidad también constante de 6 Km/h a lo largo
de esta playa por una distancia de 5 Km, la pregunta es ;Donde deberas desembarcar
para poder hacer el menor tiempo posible?
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Lo primero que podemos hacer es
generar un pequeio esquema que
nos permita visualizar con mayor
detalle los elementos del problema
y sobre todo lo que se busca
optimizar, en este caso seria el
calculo de minimo tiempo. Aqui
vamos a ver que tenemos que
emplear elementos de algebra,
geometria y trigonometria, es decir
pondremos en juego todos
nuestros aprendizajes previos de
estas asignaturas.

4 Km

META

Si consideramos a “x”, el punto donde
debes desembarcar, entonces nuestro
grafico quedaria de la siguiente

manera:
META
En esta situacion, lo que buscamos
hacer es el menor tiempo, lo que se
N interpreta como un minimo.
-

Aqui identificamos dos funciones algebraicas o elementos que dan condiciones a nuestro
ejemplo:
e Una funcidon condicionante el tiempo que tardards en remar y el tiempo que
tardaras en correr y lo representaremos de la siguiente manera:
- tremar *+ t correr, que llamaremos “condicionante 1”

e Una funcion para optimizar o en este caso para minimizar y que lo
representaremos para efectos de simbologia matematica de la siguiente manera:

f minimizar6 f(X) 6 t(X)
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Considerando de acuerdo con la cinematica podemos decir que se trata de un
movimiento rectilineo uniforme por lo que procedemos a usar la ecuacion de la velocidad
para ir modelando nuestro ejercicio:

d . . L d
v=- despejamos el tiempo y nos queda la ecuacion t= 5

Ahora nos enfocamos en ubicar a los elementos de la formula que serian la distancia y la
velocidad de acuerdo con las condiciones del ejemplo para los puntos A, C y D.

Para nuestro tiempo de remar tenemos lo siguiente:

t remar = optimizar  por lo que para tremsr aplicamos trigonometria basica a través del
Teorema de Pitagoras, formando un triangulo imaginario de acuerdo con nuestro dibujo,
para poder hallar elementos que nos faltan para poder sustituir en nuestras ecuaciones
de cinematica.

De acuerdo con el Teorema de Pitagoras:
H2= x2 + 42
De donde se obtiene el valor de H que es la distancia que
buscamos para la optimizacion o valor minimo, entonces:
H2= x2 + 16

H=vx%+16

.
=
I/

B X C

Si la velocidad es constante al remar y tiene un valor de 4 Km/h buscaremos sustituir
estas condiciones en nuestras ecuaciones para hacer una modelacion acorde a nuestra
situacion en particular:

_d _x?+16
t remar— — =
v 4

Ahora buscaremos la optimizacion para el tiempo de correr,
partiendo del analisis parecido de las condiciones
anteriores comenzamos:

t corre, busca optimizar en funcion de la distancia y la
velocidad.

De acuerdo con el diagrama la distancia (d) buscada se
obtiene restando a la distancia total de 5 el valor del punto
D de desembarque:

d=5-x

,,:.
m/;(,

oY

I

{, y considerando que se corre a una velocidad constante
2 tenemos que:
v= 6 Km/h
de acuerdo con la formula de cinematica:
¢ 5—x
corre — 6
165
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Ahora recuperamos nuestra condicionante 1

fremar + t correr

Entonces sustituimos: ;
Esta es nuestra funcion f(t)

Lo que podemos rescatar hasta \/x2+16 5—x que vamos a optimizar o
., + utilizar para obtener el
este punto es que una funcion 4 6 minimo

depende de las condiciones y
datos que proporciona el ejercicio

que tenemos en cuestion.

Ahora lo que sigue es el trabajo algebraico para poder trabajar las ecuaciones
resultantes aplicando las reglas basicas para la derivacion pues de acuerdo con nuestros
criterios de la primera derivada para calcular los maximos y minimos, debemos calcular
la primera derivada.

vx2+16

f(x)= .

5—x
+ —
6

f(x) = 3V/22 + 16 += (5-x)

Acomodamos los valores de tal manera que podamos aplicar nuestras reglas basico de
derivacion.

f(x)=%(x2+16)% + < (5-x) t
Aplicaremos esta primera regla Aplicaremos esta primera regla
4)dw)”  =nu""du a) d(u+tv-w) = du+dv-dw
Donde:
n=1/2
du =x%+16

Nota: todo esta en funcion de la variable “x”

Aplicando la derivacion a cada elemento de la condicionante 1.

df(x)=d[§*(x2+16)%] + dlz* (5-%)]
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1

PO)=2*[5 (22 +16)27" *dix+16]  + = *[d(5) - d(x)]

I S

5) d(x)" = nx""dx 1) d(c) =0 2)dx) = dx=1

PO) =5 *0eHe7* )+ [(3) (-1

f'(X) = % *(x2+‘|6)-1/2 + [(%) (_1)]

Simplificando obtenemos:

1) = Xh(y24qp) 2 1
f(x) : (x2+16 <
()= — > 1
F(x) 4/x2+16 6

En este paso que seria el segundo para aplicar los criterios de la primera derivada para
calcular los maximos y minimos, vamos a igualar con cero la derivada calculada:

()= % 1.
F(x) 4/x2+16 6 0

x 1

4/x2+16 6

X

4/x2+16

N

_1:4y/x%+16
6

x= 2/a%H16
3

Para eliminar el radical elevamos al cuadrado toda la expresion en ambos

términos.

(x)2] 2241 2

224 (%% +16) - iy - .
x*=———multiplicamos a toda la expresion por 9 para eliminar el denominador 9.

9x? = 4x? +64 Reduciendo los términos semejantes
9I%x?% - 4x% = 64
5x% = 64

64
Entonces: x = 5
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que sera la distancia minima buscada, es la distancia a la que debes llegar a
desembarcar en la playa para poder lograr el menor tiempo, considerando las
velocidades y distancias del ejemplo.

Ahora bien podemos analizar un pequefio ejemplo para hallar el maximo de una funcion.
La altitud o posicion de un cohete esta representado por la funcion
h(t) = -2t2+80t + 20 y que llamaremosEc. (1)

Siendo la altura h medida en metros (m) y el tiempo t en segundos (s). Aplicaremos el
criterio de la primera derivada para calcular los maximos y minimos, mismos que ya
aplicamos en el ejemplo anterior y que son los siguientes:

Los pasos para aplicar el criterio de la primera derivada son:

1. Calcular la primera derivada de la funcion aplicando las reglas de derivacion.

2. Esta primera derivada obtenida se iguala a cero con la finalidad de poder hallar lo
ceros de la funcion o también conocidos como puntos criticos de la variable.

3. A estos valores criticos, se les realiza un analisis uno por uno, observando los
cambios de signo de esta primera derivada. En primer lugar para un valor menor
que el valor critico y después para un valor mayor que el valor critico, si al
sustituir estos valores se obtiene que pasa de un valor positivo primero y luego a
un valor negativo, esto indica que la funcidn tiene un maximo, para este valor
critico de la variable; si por el contrario pasa de un valor negativo a positivo se
dice que se tiene un minimo.

Una vez recordado esto procedemos a obtener la primera derivada de la funcién que
tenemos como Ec. 1, esto de acuerdo con el criterio numero 1.

d[h(t)] =d[ -2t>+80 t + 20] Ec.1
h'(t) = d(-2t?) +d(80t) +d(20)
h'(t)= -2d(t?) +80 d(t) +d(20)
de aqui obtenemos de acuerdo con cada regla de derivacion lo siguiente:
h'(t)= -2d(t?) +80 d(t) +d(20)

Bde™__ =" dx] [2)dkx) =dx=1] [Ddlc)  =0]

Por lo que ahora nos quedaria de la siguiente manera
h'(t) = -2 (2)(t>") +80(1) +0
h'(t) = -4t +80 vy que llamaremos Ec. 2

Ahora bien de acuerdo con el criterio nimero 2, procedemos a igualar con cero la Ec. 2
para obtener los valores criticos de nuestra nueva funcion.

h(t) = -4t +80 =0
-4t+80=0
-4t=0-80
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Lo cual nos indica que el valor critico de 20 segundos que ahora se usara para obtener el
valor maximo buscado.

Ahora de acuerdo con el Criterio nimero 3 procedemos a sustituir este valor de 20 s en
la Ec. 1 para hallar el valor

h(t) =-2t2+80t+20 Ec.1
Para h(t) = h (20) = - 2 (20) + 80(20) +20
-2(400) +1600 +20= -800 +1620 = 820

Siendo el valor de 820 m el que representa la altura maxima que alcanzara el cohete
antes de comenzar a caer nuevamente a la superficie de la tierra.

7

Determina dos nimeros cuya suma sea 16 de tal manera que su producto sea tan grande
como sea posible. Sigue los pasos y desarrolla las ecuaciones correspondientes.

1. Para obtener la ecuacion 1: determina la funcidon de la suma considerando que x y
y son los dos nimeros por encontrar

2. Para obtener la ecuacion 2: determina la funcidn del producto (P) a optimizar

3. Para obtener la ecuacion 3: deja en funcion a una sola variable. Despeja y

4. Para obtener la ecuacion 4: sustituye el valor de y en la ecuacion 2

5. Para obtener la ecuacion 5: deriva el valor de la ecuacion 4

6. lguala la ecuacion 5 a cero para obtener la raiz o cero de la funcién
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7. Sustituye el valor de xen la ecuacion 3 para hallar el valor de y

8. Escribe los valores de xy y
X=

y:

Problemario
Si deseas seguir practicando puedes resolver el siguiente ejercicio.

Un arquitecto debe construir un tanque con una base cuadrada horizontal y cuyos lados
de tipo rectangular y vertical, no se le pondra tapa y podra captar una capacidad de 4m®
de agua. El material con que se va a construir este tanque tiene un costo de $1500.00 por
metro cuadrado ;Cudles serian las dimensiones minimas que podria tener el tanque
reducir el costo del material?

A= Area total
A= Area de la base

A= Area de las caras laterales

Para calcular el area de la base

A =x-x =x?

— 2
A =x

X Para calcular el area de cada lateral

X Ax?>=x-y
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Auto

evaluacién
s e . e
i Indicadores i ¢Puedo lograrlo? | ;Tengo dudas?
grEBHBFEﬁ'c_i'c_)'_l'a_{_d_i'féi:é_hmc_i';Eﬁﬂ;ﬁﬁ'_rﬁg')_('i_r'r_{a_fﬁﬁ ________ r ................................. r ............................. 1
i minimo. I i i
i_._._._._._..__ ............................................................................. o e 1_ ............................. .|
' Identifico los elementos que debo recordarenel | i i
i manejo de los maximos y minimos. : i i
i_._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._._.'_._. ......................... oo s 1_ ............................. .|
' Entiendo las aplicaciones de los maximos y i i i
i minimos en la optimizacion de un resultado. i i i
i_ ..................................... e s oo s 1_ ............................. .|
' Soy capaz de determinar la funcion algebraicaen ! i i
i un problema planteado. i i i
i_._._._._._._._._._._._._._.._._.. _______ e s e o e 1_ ............................. .|
' Soy capaz de distinguir las formulas de derivacion | i i
i que debo de aplicar para hallar el maximo o i i i
- minimo de una funcién. :
SN SRRSO S ]

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores, refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de
asesoria académica:

e Maximos y minimos de una funcion, disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=ppl4NKTScxw
e Aplicacion de la derivada, disponible en:

https://www.youtube.com/watch?v=izGTzSy5X10

e Intervalos de crecimiento, puntos maximos y minimos, intervalos de concavidad y
puntos de inflexion, disponible en:
https://www.youtube.com/watch?v=HoEp1Ypev84

Referencias:

e Leithold, L. (1982), El Calculo con Geometria Analitica. Cuarta Edicion, Editorial
Harla

e Purcell, E. (1987), Calculo con Geometria Analitica. Cuarta Edicion, Editorial
Prentice Hall.

e Aryes, J. (1987), Matematicas Aplicadas a la Administracion y a la Economia.
Segunda Edicion, Editorial Prentice Hall.

e Ortiz, F. (201), Calculo Diferencial, Primera Edicion, Editorial Grupo Editorial
Patria.

e Granville, W. (1989), Calculo Diferencial e Integral, Primera Edicion,
Decimosegunda reimpresion. Editorial Noriega Editores.

Imagenes tomadas de:

e https://www.canva.com/
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Leccion 15. Funciones Trascendentes

Relaciona con una linea los conceptos necesarios para el tema de funciones
trascendentes.

1. Una expresion algebraica o Es el conjunto de letras, nimeros
y signos matematicos, donde las
letras representan valores
desconocidos

2. De la siguiente funcion
y=2x+8, x es: e Lavariable independiente

3. De la siguiente funcion y = 2x+

8 yes: e Da como resultado el exponente

al que hay que elevar la base
para obtener el nimero dado

4. Sif(x) = x*+10x — 4 representa
e Lavariable dependiente

5. Elvalor delog, 8 es:

¢ Una funcion

6. Elvalor delog; 81 es:
e Iguala3

7. Logaritmo de un nimero
e lguala4
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Logaritmo de un nimero

El logaritmo de un nimero da como resultado el exponente al que hay que elevar la base
para obtener el numero dado, es decir:

Sean a,x y y nimeros reales, a > 0,a # 1, que cumplen con la ecuacidon exponencial
a*=y

Entonces x es el valor del logaritmo de base a del nimero y, y la cual se representa de
la siguiente manera:

log,y=x

Exponente

logey=xca*=y

base

Con ayy que pertenecen a los nimeros reales positivos y y diferente de 1.
(a,y €ER"; ay=+1)

Ejemplo 1. Escribe cada ecuacion a su forma equivalente.

Funcion Ecuacion Funcion equivalente

12* =144 Esta dada por: log,, 144 = x
log,y=x

Se determinan valores
para:

=12
y=144

logzy =x Esta dada por: y =
Xy

Se determinan valores
para:

=3
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Ejemplo 2. Determina el valor numérico de x en la siguiente expresion: log, 64 = 3
Solucion
Primero se convierte la expresion de forma exponencial

log.64=3 - 3 =64

Como 64 = 43, entonces la expresién se puede escribir de la siguiente forma.
X3 =43

Se saca raiz cubica a ambos .

Por lo tanto, se concluye que x = 4

Ejemplo 3. Determina el valor de x en la siguiente expresion:

logzx = -2
2

Solucion: Escribiendo la expresion en forma exponencial
-2

log:x=-2 ox=
372 22 4
272 32 9

- 4
Por consiguiente  x =2

Nota: Una ecuacion logaritmica puede expresarse como una ecuacion exponencial y
a su vez una ecuacion exponencial puede expresarse como una ecuacion
logaritmica, por lo tanto, tenemos dos formas de expresar una ecuacion:

log, 16 = x puede expresarsecomo 2*= 16

Propiedades de los logaritmos
Para cualquier M,N,b > 0y b # 0, se cumple que:

Propiedad 1. Logaritmo de uno logp,1=0
Propiedad 2. Logaritmo de la base logyb =1
Propiedad 3. Logaritmo de una potencia logy M™ =nlog, M

- - ’ 1
Propiedad 4. Logaritmo de una raiz log, VI = Elogb M

Propiedad 5. Logaritmo de un producto | log, MN = log, M + log, N

: . - M
Propiedad 6, Logaritmo de un cociente logbﬁ = logy, M — log, N

Propiedad 7. Logaritmo natural loge M =1nM

In = logaritmo natural y e = 2.7182 ....
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Formula para la conversion de base de un logaritmo.

sia>0,b>0,a+1,b+#1 y x>0. entonces

1 = 1 =
OB ¥ log, b O8p @ log, b

Ejemplo 1. Desarrolla la siguiente expresion utilizando las propiedades de los logaritmos:
log; x'?
Solucion: Se aplica la propiedad 3 de los logaritmos log, M™ = nlog, M, se tiene que:

log; x'? = 12logs x

Ejemplo 2. Aplicando las propiedades de los logaritmos desarrolla la siguiente expresion.
log; 3x* [y
Solucion: Se utiliza la propiedad 51og, MN = log, M + log, N, se obtiene:
log; 3x* [y = log; 3 + log, x* + log, \/y

Ahora se utilizan las propiedades 31og, M™ = nlog, My 4log, YM = %log M, se tiene
la siguiente expresion:

1
log, 3 +4log, x + Elogz y

Ejemplo 3. Utiliza las propiedades de los logaritmos para escribir la siguiente expresion
con un solo logaritmo.

2log,x +6log,z—3log,yz
Se aplica la propiedad 31og, M™ = nlog, M obtenemos:
log, x% + log, z° — log, y3z3

Ahora se utiliza la propiedad 51og, MN = log, M + log, N y la expresion queda de la
siguiente manera:

log, x*z°% — log, y323

Ahora se aplica la propiedad élog %= log, M —log, N, la expresion queda de la

siguiente manera:
x?% z6

lOga W
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Ejemplo 4. Transformar a base 10 el siguiente logaritmo logz 343

Solucion: Al aplicar la formula de conversion de base:

1 _log,x
08p% = log, b
Se tiene que b =3, x =343 y a = 10, si se sustituyen estos valores resulta:
logq0343
log; 343 = 810272

10g10 3

Ejemplo 5. Transformar a base 8 el siguiente logaritmo log, 5x

Solucion: Al aplicar la formula de conversion de base:

Se tiene que b = 3, x =343 y a = 10, si se sustituyen estos valores resulta:

logg 5x
logg 2

log, 5x =

C

l. Convierte la siguiente ecuacion logaritmica a ecuacion exponencial.
1. log, 16 =4

Se convierte la expresion de forma
exponencial aplicando la expresion o* =y

Obtener el valor de x.
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Il. Convierte a base 10 el siguiente logaritmo

1. log,3x
Aplicar la formula de conversion de base:
1 _log, x
OB * = log, b

lll. Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:

3x3(1 — 2x)°
BRI

Aplica la propiedad 6
M
log Nzlog M —log, N

Ahora aplica la propiedad 5
log, MN = log, M + log, N

2. log, /3x2y*
Aplica la propiedad 4
1
log, VM :Hlog M
Ahora aplica la propiedad 5
log, MN =log, M + log, N
Por ultimo, aplica la propiedad 3

log, M" =nlog, M

IV. Aplicando las propiedades de los logaritmos expresa los siguientes logaritmos en un

solo logaritmo.
1.2In54+ 2Inx
Aplica la propiedad 3
log, M" =nlog, M
Posteriormente, aplica la propiedad 5
log, MN =log, M + log, N
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1 1
2. Elog7 x+ 510g7 y
Aplica la propiedad 4
1
log, VM =;log M

Por ultimo, aplica la propiedad 5
log, MN =log, M + log, N

3. log(x —2) — %log(x +2)+ 2log(x +1)

Aplica la propiedad 5
log, MN =log, M + log, N
Aplica la propiedad 6

M
log,— =1log, M —log, N
N
Por ultimo, aplica la propiedad 4

1
log W=;log M

Problemario
Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.
Convierte la siguiente ecuacion logaritmica a ecuacion exponencial.

e logz81=4

Convierte a base 10 el siguiente logaritmo

e log,8

Utiliza las propiedades de los logaritmos para desarrollar las siguientes expresiones:
e log,7*
o logs3 /2

e log,Ve7x
o log./(x+y)*z5

Aplicando las propiedades de los logaritmos expresa los siguientes logaritmos en un
solo logaritmo.

e 1—logy(m—1)—log,(m+1)
e 3logm—2logn

1 1 1
o glogx+§logy—zlogz

e log5h+1+logy—7logx
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Auto
evaluacion

Indicadores iPuedo lograrlo? | ;Tengo dudas?

Puedo explicar qué es un logaritmo.

Reconozco los elementos de un logaritmo.

Soy capaz de convertir una expresion logaritmica
a una expresion exponencial.

Logro aplicar las propiedades de los logaritmos.

Puedo determinar el valor de la incognita en un
logaritmo.

Resuelvo problemas que implican el uso de
logaritmos.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores, refiere
el tema en que necesitas mas asesoria.

&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Introduccion a propiedades de logaritmos (1 de 2) (video) | Khan Academy
Disponible en:
https://es.khanacademy.org/math/algebra2/x2ec2f6f830c9fb89:logs/x2ec2f68
30c9fb89:log-prop/v/introduction-to-logarithm-properties

e Introduccion a propiedades de logaritmos (articulo) | Khan Academy
Disponible en:
https://es.khanacademy.org/math/algebra2/x2ec2f6f830c9fb89:logs/x2ec2f6f8
30c9fb89:log-prop/a/properties-of-logarithms

- Referencias

e Johnson, L. Murphy (2004). Algebra y trigonometria con aplicaciones. Editorial
Trillas.
e Colegio nacional de matematicas, S.C. (2006). Algebra. Editorial Mexicana.
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Leccion 16. Ecuaciones logaritmicas

O Explorande

Resuelve las expresiones algebraicas, da respuesta relacionando las columnas.

1. 3(x+4)+5x=4 ° x=§’ x=-7
2. 4(x+2)=73—-x) e x=5
e x=5, x=-2

3. V5a—1—-2va+1=0

4, x> —-3x—-10=0

5 3x2+19x—14=0 . x=§
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Primeramente veremos la diferencia entre una ecuacion algebraica y una trascendente.
La primera puede reducirse a un polinomio igual a cero del cual se puede hallar sus
soluciones o raices, como por ejemplo x+4=7. Mientras que la segunda son ecuaciones
que no pueden reducirse a una ecuacion de la forma f(x)= 0, para resolverse mediante
operaciones algebraicas, suelen tener logaritmos de cualquier base de las incognitas, las
incognitas como exponentes o como argumentos de expresiones trigonométricas por lo
que requiere que la ecuacion se transforme como, por ejemplo: 3%, log (1+x?), sen 2x.

Ecuaciones logaritmicas

Para resolver una ecuacion logaritmica es necesario tener dominio de las propiedades
de los logaritmos y su definicion, ademas de considerar las siguientes recomendaciones.

G Obtener una expresion logaritmica sencilla donde tengamos la misma base en\
ambos lados de la ecuacion.

Usar el hecho de que log, Y = log, X, esto implica que Y = X, y resolverla.

Al obtener la solucion o soluciones comprobarlas en la ecuacion original.

Recuerda que los nimeros negativos no tienen logaritmos. J

(= o n

Ejemplo 1. Resolver la siguiente ecuacion:
logs(2x+1) =2

Solucion: Por definicion de logaritmo la ecuacion
log-(2x+1) =2 X=y
se convierte en: 2x +1 =52

Ahora se resuelve esta ecuacion.

2x+1 =25
2x = 24
x=12

Se comprueba el valor de x = 12 en la ecuacion logs(2x + 1) = 2 y se tiene:
logs[2(12) +1] =2
logs25 =2
Por definicion de logaritmo se tiene que:
- log-25=2 e 52=25
Ejemplo 2. Encuentra los valores de x que satisfacen la ecuacion:

loglo(x + 2) + loglo(x — 1) =1
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Solucion: Se utiliza la propiedad 51og, MN = log, M + log, N para expresar la ecuacion en
un solo logaritmo:

log . (x+2)+log,((x—1)=1-1log,,(x+2)x—1)=1

Ahora se realiza la multiplicacion de binomios:
x+2)x—-1)=x*+x-2
Quedando el logaritmo de la siguiente manera:
logjo(x*+x—-2)=1
Ahora se aplica la definicion de logaritmo y se resuelve la ecuacion resultante:
log, (x> +x-2)=1

x*+x-2=101
X2 +x-2-10=C Se iguala a cero la ecuacion
x*+x—-12=0 Se resuelve la ecuacién
x+4)x-3)=0
x+4=0, x—3= Retomando que los niumeros
x=—4 , x=3 negativos no tienen negativos

Por lo tanto, el valor que satisface la ecuacion es x = 3
Ejemplo 3. Resolver: log,(x+ 1) —log,(x—6) =3

Solucion: Aplicando la propiedad 6 log %: log, M — log, Nde los logaritmos se escribe

de la siguiente forma:
x+1
log ( ) =3

x—6
Se convierte a ecuacion exponencial quedando de la siguiente manera:
(x + 1) _ 23
x—6
x+1_8
xX—6

Se resuelve la ecuacion:
x+1=8(x—-6)
x+1=8x—-48
—7x =—49
x=17
Ejemplo 4. Resolver:log,V3x—1=1—log,Vx + 1
Solucion: se agrupan los logaritmos en un solo miembro.

log, v3x—1+log,vx+1=1

Se aplica la propiedad 51og, MN = log, M + log, N de los logaritmos
log,(V3x+1)(vVx+1)=1
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Se convierte a ecuacion exponencial quedando de la siguiente manera:

(V3x+1)(Vx+1) =21

Se multiplica obteniéndose:

3x2+2x—-1=2

(V3x2 +2x+ 1){= (2)2

3x2+2x—1=4
3x2+2x—-5=0
Bx+5x—-1)=0

Se iguala a cero la ecuacion
Se resuelve la ecuacién

Retomando que los nimeros
Xx=—— , x=1 negativos no tienen negativos

Por lo tanto, el valor que satisface la ecuacion logaritmicaes x = 1

C

Resuelve las siguientes ecuaciones logaritmicas.

1.log,(x +2) =3
Se expresa la ecuacion en forma

exponencial «* =y

Se resuelve la ecuacion resultante
encontrando el valor de la incégnita.
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2.1log,(x + 3) —log,(x — 6) =log,(x — 5)

Se aplica la propiedad 5 en el primer
miembro de la igualdad.
log, MN =log, M +log, N

Se elimina los logaritmos en ambos
miembros de la igualdad.

Se resuelve la ecuacion resultante
hallando el valor de la incagnita.

3.logs(4 — x)3 = logs(6 + x)3
Se eliminan los logaritmos en ambhos

miembros de la igualdad.

Se elimina el exponente en ambos
miembros de la igualdad.

Se resuelve la ecuacion resultante
encontrando el valor de la incégnita.

Problemario
Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

1. logs(2x —1) —logs(x—5) =1
logs(2x +1) =2

log3(2x +5) —logz(x —1) =2
In(3x-1)+In(x+1)=In(4x+7)

In(x +1)+In(x — 1) =In(4x + 4)
logs 25 — logs(x + 100) = —1

oW N
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Auto
evaluacion

Indicadores iPuedo lograrlo? | ;jTengo dudas?

Ejecuto las propiedades de los logaritmos.

Soy capaz de distinguir la diferencia entre una
ecuacion algebraica y una ecuacion trascendente.

Puedo resolver ecuaciones que implican
logaritmos.

Conozco los procedimientos para resolver una
ecuacion logaritmica.

Puedo comprobar la solucion de una ecuacion
logaritmica.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.

&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Khan Academy. Resolver ecuaciones exponenciales mediante propiedades de
exponentes, [video] Recuperado de:
https://es.khanacademy.org/math/algebra2/x2ec2f6f830c9fb89.exp/x2ec2f6f830c9
fb89:exp-eq-prop/v/solving-exponential-equations-with-exponent-properties

e Mate 27. Ecuaciones Exponenciales y logaritmicas, [video] YouTube Recuperado
de: https://www.youtube.com/watch?v=EIHiTbnpbTQ

e Khan Academy. Resuelve ecuaciones exponenciales mediante propiedades de
exponentes, [en linea] Recuperado de:
https://es.khanacademy.org/math/algebra2/x2ec2f6f830c9fb89:exp/x2ec2f6f830c9
fb89:exp-eq-prop/e/solve-exponential-equations-using-properties-of-
exponents--basic-

Referencias

e Johnson, L. Murphy (2004). Algebra y trigonometria con aplicaciones. Editorial
Trillas.
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Leccion 17. Ecuaciones exponenciales

Explorando

Contesta las siguientes preguntas, resolviendo las ecuaciones.

1. Elvalor de x en la siguiente ecuacion 5* = 625 es:

a) x =125 b) x =25 c) x=4 d x=5

2. Elvalor de x en la siguiente ecuacién 5*~1 = 25 es:

a) x=3 b) x=2 c) x=4 d x=5

3. Elvalor de x en la siguiente ecuacion 73*73 = 343 es:

a) x=3 b) x=2 c) x=4 d x=5

4. Elvalor de x en la siguiente ecuacion 92* = 9° es:

a) x=3 b) x=2 c) x=0 d x=5

5. Elvalor de x en la siguiente ecuacion 32**3 = 3 es:

a) x=1 b) x=2 c) x=3 d x=4
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(OO

Ecuaciones exponenciales

A las ecuaciones con la incdognita en el exponente se le llama ecuaciones exponenciales y
se resuelven aplicando el siguiente procedimiento.

1. Expresar la ecuacion de manera que en ambos lados de la igualdad la base sea la
misma, de ser asi, es valido igualar los exponentes.

2. Para encontrar el valor de la incognita se aplican las propiedades de los
logaritmos.

Ejemplo 1. Resolver la siguiente ecuacion:
92x = 27

Solucion: primero se expresa con la misma base ambos lados de la igualdad, en este
caso 3.

()" =5°
Se multiplican los exponentes del primer miembro.
34x — 33

Ahora se igualan los exponentes de ambos miembros de la igualdad y se resuelve la
ecuacion resultante.

4x =

x =

BlwW

Ejemplo 2. Encuentra los valores de x que satisfacen la ecuacion:
2x+2 = 64

Solucién: primero se expresa con la misma base ambos lados de la igualdad.
2x+2 — 26

Ahora se igualan los exponentes de ambos miembros de la igualdad y se resuelve la
ecuacion que resulta.
XxX+2=6
XxX=6-—2
x=4

Por lo tanto, el valor que satisface la ecuacion es x = 4
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Ejemplo 3. Resolver: 7*+% = 43%

Solucién: Se aplica logaritmo en ambos miembros de la igualdad.
7x+2 — 4_3x

Se utiliza la propiedad de los logaritmos log,, M" = nlog, M y se obtiene:
(x+2)log7 = 3xlog4
Enseguida se aplica la propiedad distributiva.
xlog7 + 2log7 = 3xlog4

Se agrupan los términos semejantes en un solo miembro de la igualdad.

xlog7 —3xlog4 = —2log7
Se factoriza la x.

x(log7 —3log4) = —2log7
Se despeja x.

—2log?7

x = log7 —3log4 =1.758638905

Se comprueba el resultado de x = 1.758638905 en la ecuacion inicial.

71.758638905 +2 43(1.758638905)

Resuelve las siguientes ecuaciones exponenciales.

1501.130233 = 1501.130233

1. 4=8

Se expresan como potencias con la misma
base ambos miembros de la igualdad.

Se igualan los exponentes de la igualdad.

Se resuelve la ecuacion resultante.
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2. 25x — 8x+5

Se expresan como potencias con la misma
base ambos miembros de la igualdad.

Se igualan los exponentes de la igualdad.

Se resuelve la ecuacion resultante.

3. 5x*tl — 32x

Se aplica logaritmo a ambos miembros de
la igualdad.

Se aplica la propiedad 3 de los logaritmos.

Se aplica la propiedad distributiva de la
multiplicacion en el primer miembro de la
igualdad.

Se agrupan términos semejantes y se
extrae el factor comun.

Se despeja la incognita para obtener su
resultado.

Problemario

Si deseas seguir practicando puedes resolver los siguientes ejercicios.

1. 2% =16*
3. 1252%~1 = 25%+8
4, 2¥+1 4 2x-1 =20
5. 2%+2 =16
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Auto
evaluacion

Indicadores iPuedo lograrlo? | ;jTengo dudas?

Conozco los procedimientos para la resolucion
de una ecuacion exponencial.

Soy capaz de resolver una ecuacion exponencial.

Distingo entre una ecuacion exponencial y una
ecuacion logaritmica.

Soy capaz de aplicar las propiedades de los
logaritmos en la solucion de una ecuacion
exponencial.

Puedo comprobar la solucion de una ecuacion
Exponencial.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.

&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Matematicas Simplificadas. Disponible en;
https://profesorminero.files.wordpress.com/2013/03/matesimp2.pdf (paginas 550-
557)

Referencias

e Johnson, L. Murphy (2004). Algebra y trigonometria con aplicaciones. Editorial
Trillas.
e Colegio nacional de matematicas (2006). Algebra. Editorial Mexicana

191 Distribucion gratuita—-Prohibida su venta



https://profesorminero.files.wordpress.com/2013/03/matesimp2.pdf

Leccion 18. Funciones Exponenciales y logaritmicas

Explorando

Relaciona cada funcion con su grafica, colocando el nimero que corresponda.

1. y=5*
( ) ( ) (
2 y=5x—1 o
8
T
; (
5
4
3
2 (
3. y=x )
Q—a -8 -¥ -6 -5 -4 -3 -2 - 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
-1
-2
-3
—4
=5
4. y=log,x -
-7
-8
h -9
=10
=11
=12
13 q
5. y=log,3x
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Funciones Exponenciales y Logaritmicas

Funcién. Es la relacion que existe entre dos variables, de modo que a los elementos de

"x" les corresponde solo un elemento de "y

Las funciones Algebraicas tienen constantes utilizadas como exponentes y una variable
como base. Ahora en esta leccion se estudiaran las funciones exponenciales las cuales
tienen exponentes variables y una constante como base.

Funcién exponencial
Sea aun numero real, a > 0y a # 1. La funcion:
f(x) =a*

Se denomina funcion exponencial de base a.

Ejemplo 1. Graficar la funcion y = 2%,

Primero se le asignan valores a la variable x y se sustituye cada valor en la funcion
y = 2%, con la finalidad de encontrar los valores que le corresponden a la variable y.

Asi se obtiene la tabla de valores.

X 0 -1 1 —2 2 -3 3 -4 4

y 1 1/2 2 1/4 4 1/8 8 1/16 16

Posteriormente, se representan los valores de x como abcisas y los valores
correspondientes a y como ordenadas, obteniendo una serie de puntos que aparecen en
la grafica.

Oy e ——
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X X
Ejemplo 2. Representar graficamente las funcione: y = 2%,y = G) ,y=3%y= (—) ,
1 X
y=10%y = (5)

Construyendo primero una tabla de valores asignando valores a x obteniendo valores ay.

x 0 -1 1 ) 2 -3 3 —4 4
y=2" | 1 1 2 1 4 1 8 1 16
2 4 8 16
N 2 1 4 1 8 1 16 1
y= (E) 2 4 8 16
y = 3% 1 1 3 1 9 1 27 1 81
3 9 27 81
| 3 1 9 1 27 1 81 1
y= (5) 3 9 27 81
y=10* | 1 1 10 1 1 100 1 1000 1 10000
10 100 1000 10000
! 10 1 100 | 1 | 1000 1 10000 1
y= (ﬁ) 10 100 1000 10000
L | y =10*
y — ———
= 3%
y=
——y = 2X
y=(
q f h
1049 -8 -7 46 45 -4 13 =2 1 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10
-1
-2
-3
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Funciones logaritmicas

Debido a que cada funcion exponencial y=a* (a>0y a=#1), y toda funcion
exponencial debe tener una funcion inversa, la cual se obtiene intercambiando x por y:

x=a
Para despejar y , se convierte a la forma logaritmica quedando de la siguiente manera:
y =log, x

Si se quiere graficar y = log, x, primero se grafica x = a”. Esta es una forma alternativa,
ya que las graficas de las funciones inversas son simétricas con respecto a la recta de
identidad y = x, asi pues, podria graficarse y = a* y utilizarse para realizar la grafica de
y = log, x.
Ejemplo 1. Representar graficamente las siguientes funciones, y = 3%y
y =logsz x (x = 3¥) en el mismo sistema de coordenadas.

1. Se asignan valores a x en la funcion y = 3*

2. Se asignan valores a y en la funcion x = 37

3. Se obtienen los valores de ambas funciones y se representan en el eje de
coordenadas, posteriormente se unen los puntos.

x y=3* " / y=X y x=37
X A

0 1 y=3"" 1
-1 1/3 : y -1 | 1/3
1 3 2 . N 1 3
_2 1/9 M1 -10 -9 8 -7 6 -5 4 -3 -2 —171 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 —2 1/9
2 9 X 2 9

3 27 :; 3 27

Se observa que ambas funciones son crecientes y son continuas.
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Ejemplo 2. Graficar: y =log, x, y =logz x,y =log, xyy = logx

Construyendo la tabla de valores.

x 1/2 1 2 3 4 5 6
y = log, x -1 0 1 1.5849 2 2.3219 | 2.5849
y =logz x | —0.6309 0 0.6309 1 1.2618 | 1.4649 | 1.6309
y=logsx | —1/2 0 1/2 0.7924 1 1.1609 | 1.2924
y =logx | —0.3010 0 0.3010 | 0.4771 | 0.6020 | 0.6989 | 0.7781

y =log; x
y=log2x
1 Pad
_10—9—8—7—6—5—4—3—2—1_? 127/6?391011/1213
[ y =log,x
¥ =logx

=5
-6
=7

-8

-9

=10
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Practicando

Obtener la gréfica de las siguientes funciones:
1. y=logx
e Se expresa la funcion de forma exponencial quedando “y” como variable independiente.

ou. . n

e Se realiza la tabulacion dandole valores a “y” para encontrar los valores de “x”.

X y

e Se procede a localizar los puntos en el sistema de coordenadas rectangulares, para
obtener la grafica de la funcion.

@

-2

L
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2. y=log,x?

e Se expresa la funcion de forma exponencial quedando “y”.

e Se despeja “x” quedando como la variable dependiente.

ou.o . n

e Se realiza la tabulacion dandole valores a “y” para encontrar los valores de “x”.

X y

e Se procede a localizar los puntos en el sistema de coordenadas rectangulares, para
obtener la grafica de la funcidn.

-2
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Problemario

Si deseas seguir practicando, puedes resolver los siguientes ejercicios.

1. y=09°
2. y=4*
3 y = 53x+1
4, y=2%72
5. y=log,(x+1)
6. y=4%*
7. y=In(2x)
8 = log: (2 x
y =logs (5%)

Auto,
evaluacion

Indicadores iPuedo lograrlo? iTengo dudas?

Conozco los procedimientos para graficar una
funcion exponencial.

Puedo graficar una funcion exponencial.

Comprendo los procedimientos para graficar
una funciodn logaritmica.

Soy capaz de graficar una funcion logaritmica.

Distingo la diferencia entre una funcion
exponencial y una funcion logaritmica al
graficar.

En el caso de que hayas respondido “Tengo dudas” en alguno de los indicadores,
refiere el tema en que necesitas mas asesoria.
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&
@ Investigando

Te sugerimos consultar los siguientes recursos para facilitar tu practica de asesoria
académica:

e Aguilar, A, Bravo, F. Gallegos, H., Cerdon, M. y Reyes, R. (2009). Matematicas
simplificadas. Segunda edicion. Pearson educacion (pp. 550-557) Disponible en:
https://clea.edu.mx/biblioteca/files/original/49e8f315f5ab6b3cee6f01470e9093068.p
df

Referencias

e Johnson, L. Murphy (2004). Algebra y trigonometria con aplicaciones. Editorial
Trillas.

e Colegio nacional de matematicas (2006). Algebra. Editorial Mexicana.

Imagenes tomadas de:

e GeoGebra.
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